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ОБЧИСЛЕННЯ КВАЗIIДЕАЛIВ СКIНЧЕНИХ НАПIВГРУП
ПЕРЕТВОРЕНЬ ГРАФОМ КЕЛI НАПIВГРУП

Безсумнiвно iдеали є одним з важливих носiїв iнформацiї про будову напiвгрупи. Як лiвi
так i правi iдеали всебiчно характеризують напiвгрупу перетворень, тим бiльш буде кори-
сно отримати iнформацiю i про узагальнення одностороннiх iдеалiв, а саме про квазiiдеали
напiвгрупи.
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Вступ
Граф Келi спочатку розглядали як об’єкт, що пов’язаний з групою i йо-

го вивченню присвячено багато робiт. Аналогiчна конструкцiя перенесена на
напiвгрупи в роботi [1], в якiй графом Келi напiвгрупи S вiдносно її пiдмно-
жини T названо граф з вершинами iз S i множиною дуг, яка складається з
таких впорядкованих пар рiзних елементiв (a, b) , де at = b для деякого t iз
T .

Графи Келi широко використовуються для представлення напiвгруп, на-
приклад, в [2] та [3]. Вивчення спецiальних видiв графiв Келi напiвгруп
виконанi в [4; 5].

В цiй роботi використанi графи Келi напiвгрупи для знаходження стру-
ктури квазiiдеалiв скiнчених напiвгруп.

Орiєнтований граф – це пара (V,A) , де V – скiнчена непорожня множина
вершин, A – множина дуг (впорядкованих пар (vi, vj) елементiв iз V ), яка
є довiльною пiдмножиною декартового квадрата множини вершин графа.

Якщо пара (vi, vj) зустрiчається в A бiльше одного разу, то говорять,
що (vi, vj) – кратна дуга. Граф з кратними дугами називають орiєнтованим
мультиграфом.

Вершини графа, зазвичай зображуються точками на площинi, а дуга
(a, x, b) – стрiлкою, що направлена вiд a до b i помiчена елементом x .

Графом Келi напiвгрупи S вiдносно множини її твiрних елементiв T ,
називають орiєнтований мультиграф Cay(S, T ) , який складається з множи-
ни вершин S i множини помiчених дуг – всiх можливих трiйок (a, t, b) , де
a, b ∈ S , t ∈ T i at = b . Таке означення трохи вiдрiзняється вiд введеного в
[1] де граф Келi є орiєнтованим графом без петель i багатократних ребер.
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Основна частина
В монографiї [6] наведена одна характеристика квазiiдеалiв напiвгрупи,

що дозволяє повнiстю їх охарактеризувати: будь який квазiiдеал Q напiвгру-
пи S є перетином деякого лiвого та деякого правого iдеалу. Тобто Q = R∩L .
Отже задача полягає в тому, щоб знайти всi лiвi та всi правi iдеали напiвгру-
пи перетворень деякої скiнченої напiвгрупи, яка задана множиною твiрних
елементiв.

Нехай S напiвгрупа перетворень деякої скiнченої множини X , яка зада-
на системою твiрних елементiв T . Побудуємо граф Келi для цiєї напiвгрупи
Cay(S, T ) будь-яким способом.

Проiлюструємо сказане на прикладi.
Приклад. Нехай X = {1, 2, 3} – множина на якiй задано два перетво-

рення

a =

(
1 2 3
1 1 3

)
та b =

(
1 2 3
2 1 2

)
.

Скориставшись алгоритмом побудови напiвгрупи перетворень, яка задана
твiрними елементами, як приклад такий алгоритм наведено в роботi [7], отри-
муємо напiвгрупу S яка складається з елементiв {a, b, a2, b2, ab, a2b} . Крiм
того отримуємо наступну таблицю Келi та наступний граф Келi.

a b a2 b2 ab a2b

a a2 ab a2 a a2b a2b
b a2 b2 a2 b a2b a2b
a2 a2 a2b a2 a2 a2b a2b
ab a2 a a2 ab a2b a2b
a2b a2 a2 a2 a2b a2b a2b
b2 a2 b a2 b2 a2b a2b

Табл. 1: Таблиця Келi напiгрупи S
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Рис. 1: Граф Келi напiвгрупи S

Зрозумiло, що побудований таким чином граф Келi однозначно описує
дану напiвгрупу S з твiрною пiдмножиною T . Має мiсце настпуне

Твердження 1. Нехай T – твiрна система напiвгрупи S , Cay(S, T ) –
граф Келi напiвгрупи S . Тодi вiдображення φ : S → Cay(S, T ) є iзоморфi-
змом.
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Створена напiвгрупа S має чотири правих iдеали, це R1 = {a2, a2b} ,
R2 = {a, a2, ab, a2b} , R3 = {b, a2, b2, a2b} та R4 = S . Не важко побачити, що
цi пiдмножини є не чим iншим як ”областi замкнутостi” орiєнтованого графа
Келi. Тобто такими пiдграфами, що не зв’язанi з iншими вершинами графа.

Для визначення таких областей замкнутостi використовують так зване
транзитивне замикання орiєнтованого графу. Для цього побудуємо матри-
цю сумiжностi i за допомогою модифiкованого алгоритму Флойда-Воршелла
(Floyd–Warshall algorithm, [8]) знайдемо матрицю сумiжностi транзитивного
замикання.

Нехай задано орiєнтований мультиграф Cay(S, T ) , як зображення де-
якої напiвгрупи S за множиною твiрних елементiв T , – множиною вершин
S та матрицею сумiжностi E . Нехай s1, s2, . . . , sk – елементи напiвгру-
пи S . Визначимо значення елементiв матрицi сумiжностi E – t

(k)
ij при

i, j, k = 1, 2, . . . , |S| рiвним 1, якщо в графi G = Cay(S, T ) iснує шлях з
вершини si до вершини sj , всi промiжнi вершини якого належать множинi
{s1, s2, . . . , sk} ; в протилежному випадку ця величина рiвна 0. Конструюючи
транзитивне замикання G∗ = (S,E∗) , будемо включати ребро (si, sj) в мно-
жину E∗ тодi й лише тодi, коли t

(k)
ij = 1 . Рекурсивне визначення величини

t
(k)
ij має вид

t
(0)
ij =

{
0 якщо i ̸= j i (i, j) /∈ E,

1 якщо i = j або (i, j) ∈ E,

а при k > 1 виконується спiввiдношення

t
(k)
ij = t

(k−1)
ij ∨

(
t
(k−1)
ik ∧ t

(k−1)
kj

)
.

Матриця сумiжностi транзитивного замикання E∗ мiстить всi можливi
варiанти досяжностi вершин графу G . В нашому випадку цiкавими є всi
унiкальнi рядки матрицi E∗ . Для нашого прикладу, з порядком елементiв
{a, b, a2, b2, ab, a2b} маємо матрицю E i Пiсля наведеного алгоритму отрима-
ли матрицю досяжностs E∗ .

E =



1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1
0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 0 1

 , E∗ =



1 0 1 1 1 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 1 0
1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 1

 .
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В матрицi E∗ отримали унiкальнi рядки R =

 1 0 1 1 1 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0

 .

Всi можливi комбiнацiї цих рядкiв повнiстю вiдображають множину пра-
вих iдеалiв напiвгрупи S . А саме R1 = {a2, a2b} , R2 = {a, a2, ab, a2b} ,
R3 = {b, a2, b2, a2b} та R4 = S .

Для пошуку множини лiвих iдеалiв напiвгрупи S побудуємо двоїстий
граф Келi. Тобто мультиграф Cay∗(S, T ) , який складається з множини вер-
шин S i множини помiчених дуг – всiх можливих трiйок (a, t, b) , де a, b ∈ S ,
t ∈ T i ta = b . Для нашого прикладу отримуємо граф
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Рис. 2: Двоїстий граф Келi напiвгрупи S

Аналогiчними мiркуваннями знаходимо областi замкнутостi, а отже i мно-
жину лiвих iдеалiв. Тобто

E =



1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1

 , E∗ =



1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 1

 .

Отримали унiкальнi рядки L =


1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0

 Остаточно, множи-

на лiвих iдеалiв напiвгрупи наступна L1 = {a, a2} , L2 = {a2} , L3 = {a2b} ,
L4 = {ab, a2b} та L5 = S .

Отримавши лiвi та правi iдеали напрiвгрупи S перетворень скiнченої мно-
жини можна перейти до визначення квазiiдеалiв напiвгрупи через перетин
рядкiв матриць R та L .

Висновки
Наведений алгоритм надає можливiсть обчислювати квазiiдеали напiв-

групи перетворень скiнченої множини використовуючи граф Келi напiвгрупи
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за допомогою вiдомих алгоритмiв. Обчисленi знайденим алгоритмом квазii-
деали повнiстю вичерпують всю множину квазiiдеалiв напiвгруп перетворень
скiнченої множини, а отже може бути використаним для перевiрки теорети-
чних дослiджень квазiiдеалiв напiвгрупи перетворень скiнченої множини.
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Velychko V.Ye.
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

Calculation of quasi-ideals of finite semigroups of transformations
by the Kelly graph of semigroups

Undoubtedly, ideals are one of the important carriers of information about the
structure of a semigroup. Both left and right ideals comprehensively characterize
the semigroup of transformations, the more it will be useful to obtain information
about the generalization of one-sided ideals, namely, about the quasi-ideals of the
semigroup.

Keywords: semigroup, Kelly graph, quasi-ideal, structure of quasi-ideals.
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