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ПРО ЧИСЛО НЕЕКВIВАЛЕНТНИХ ДВОКОЛЬОРОВИХ
ХОРДОВИХ O -ДIАГРАМ РОДУ 2,

ЯКI МАЮТЬ ОДИН СIРИЙ (АБО ЧОРНИЙ) ЦИКЛ

Для натуральних n > 5 встановлено явнi формули для пiдрахунку числа нееквiвалентних
2 -кольорових хордових O -дiаграм (з n хордами), якi мають лише один сiрий (чорний) та
(n−4) чорних (вiдповiдно сiрих) циклiв вiдносно дiї дiедральної групи (порядку 2n ). Крiм
того, для натуральних 5, 6 та 7 в явному виглядi наведено всi нееквiвалентнi дiаграми
iз зазначених класiв, а для натуральних 5 6 n 6 36 наведено точнi значення числа
нееквiвалентних таких дiаграм.

Ключовi слова: 2 -кольорова хордова O -дiаграма з n хордами, род дiаграми, цикл
дiаграми, дiедральна група.

Вступ
Нагадаємо, що хордовою дiаграмою або, коротко, n -дiаграмою називають

конфiгурацiю на площинi, що складається з кола, 2n точок на ньому (якi
є вершинами правильного 2n -кутника) та n хорд, що сполучають вказанi
точки.

Хордовi дiаграми називають iзоморфними, якщо одну можна одержати з
iншої в результатi повороту.

Дiаграми називають еквiвалентними, якщо їх можна сумiстити за допо-
могою повороту, дзеркального вiдбиття, або ж їх композицiї.

Питаннями перелiку певних класiв хордових n -дiаграм (вiдносно дiї цик-
лiчної групи порядку 2n та дiедральної групи порядку 4n ) займалась цiла
низка вiдомих математикiв: T.R.S. Walsh, A.B. Lehman, J. Riordan, J. Harer,
D. Zagier. Серед сучасникiв слiд видiлити авторiв робiт [7], [2], [8], [5], [1].

Задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних n -дiаграм
були повнiстю розв’язанi у 1997–1998 рр. в роботах [2], [5], [7], [8].
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Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних планарних (роду 0 ),
тороїдальних (роду 1 ) n -дiаграм та 2m -дiаграм максимального роду m

було встановлено у 2000 р. в роботi [2]. Причому задача про пiдрахунок числа
нееквiвалентних дiаграм максимального роду була повнiстю розв’язана лише
у 2017 р. в роботi [6].

Слiд констатувати, що одержання явних формул для пiдрахунку числа
неiзоморфних (а тому i нееквiвалентних), зокрема двокольорових, n -дiаг-
рам фiксованого роду виявилося досить складною задачею i в загальному
випадку до сьогоднi нерозв’язаною проблемою.

Для двокольорових дiаграм найбiльш вагомими є наступнi результати:
задачi про пiдрахунок числа неiзоморфних та нееквiвалентних O - i N -

дiаграм (вiдповiдно) повнiстю розв’язано в 2010 р. у роботi [11];
формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних O -

дiаграм (N -дiаграм), якi мають точно один цикл певного кольору (чорний
або ж сiрий) одержано в 2010 та 2012 рр. у роботах [12] i [13] вiдповiдно;

формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквiвалентних планар-
них O -дiаграм (з n хордами) було встановлено у 2000 р. в роботi [1]; проте
питання про узагальнення цiєї задачi на випадок фiксованого числа чорних
(або ж сiрих) циклiв було повнiстю розв’язано лише у 2014 р. в роботi [14];

задача про пiдрахунок числа неiзоморфних O -дiаграм максимального
роду (з 1-им чорним та 1-им сiрим циклом) була розв’язана у 2006 р. в робо-
тi [10], а про число нееквiвалентних таких дiаграм — лише у 2015 р. в [15].

Слiд зазначити, що навiть для класу ℑn,1
k;l O -дiаграм (з n хордами) роду

1 , якi мають точно k чорних (або ж сiрих) та l = n−k−1 сiрих (вiдповiдно
чорних) циклiв, питання про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм вiд-
носно дiї циклiчної та дiедральної груп в загальному випадку залишаються
вiдкритими. Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних та нееквi-
валентних дiаграм з класiв ℑn,1

n−2;1 , ℑn,1
n−3;2 та ℑn,1

n−4;3 (для початкових l = 1 ,
l = 2 та l = 3 ) одержано в роботах [16], [17] i [18] вiдповiдно.

Явнi формули для пiдрахунку числа неiзоморфних дiаграм з бiльш єм-
ного класу ℑn,1 двокольорових хордових O -дiаграм (з n хордами) роду 1
(без фiксацiї кiлькостi чорних та/або сiрих циклiв) анонсовано в однiй з робiт
автора. Проте задача про пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм з класу
ℑn,1 також залишається нерозв’язаною.

Дана стаття є логiчним продовженням зазначеної серiї робiт, зокрема [19],
та присвячена встановленню формул для пiдрахунку числа нееквiвалентних
дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 . А її основною метою — виклад одержаних результатiв,
анонсованих автором в роботi [20].
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Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Означення 1. Коло з 2n точками на ньому (що є вершинами правильного
2n -кутника), дуги якого почергово розфарбованi у два кольори (чорний i сi-
рий) та фiксованою нумерацiєю вершин за годинниковою стрiлкою, будемо
називати двокольоровим 2n -шаблоном — рис. 1 a) .

2-кольоровою хордовою n -дiаграмою будемо називати n -дiаграму, побу-
довану на основi двокольорового 2n -шаблону.

Означення 2. 2-кольорову n -дiаграму, яка не мiстить (мiстить) хор-
ди, що сполучає вершини з номерами однакової парностi, називають O -
дiаграмою (N -дiаграмою) — рис. 1 c), b) .

Означення 3. «Чорним» («сiрим») циклом 2 -кольорової дiаграми назива-
тимемо послiдовнiсть хорд та чорних (сiрих) дуг, якi утворюють гомео-
морфний образ (орiєнтованого) кола — рис. 1 b)− c) .

  

 

 

)a  )b  )c  
 

 

 

 

Рис. 1:
a) двокольоровий 20 -шаблон;
b) N -дiаграма (з 10 хордами), яка має 7 сiрих та 3 чорних циклiв;
c) O -дiаграма (з 10 хордами), яка має 6 сiрих та 3 чорних циклiв

Якщо проiгнорувати колiр, то кожен чорний (сiрий) цикл 2 -кольорової O -
дiаграми спiвпадає з вiдповiдним циклом непофарбованої дiаграми. Тодi нас-
лiдуючи [2], природнiм чином визначається рiд O -дiаграми, а саме

Означення 4. Родом 2 -кольорової O -дiаграми будемо називати цiле число
g , яке визначається рiвнiстю

g =
n+ 1− λ

2
, (1)

де λ — сумарне число чорних i сiрих циклiв дiаграми.
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Означення 5. Множину O -дiаграм з n хордами (побудованих на 2 -ко-
льоровому 2n -шаблонi), якi мають точно l сiрих (чорних) та k чорних
(сiрих) циклiв будемо позначати ℑO

k,l;n .

Зауваження 1. З урахуванням рiвностi (1) та введених позначень, дi-
аграми з класу ℑO

k,l;n є O -дiаграмами (з n хордами) роду g = n+1−k−l
2 .

Тобто, для O -дiаграм роду g з l сiрими (або ж чорними) циклами число
k чорних (вiдповiдно сiрих) циклiв визначається однозначно i становить
k = n+ 1− l − 2g .

Тому в подальшому через ℑn,g
n+1−l−2g,l будемо позначати клас двокольоро-

вих хордових саме O -дiаграм (з n хордами) роду g , якi мають точно l сiрих
та k = n+ 1− l − 2g чорних циклiв.

Бiльш детально з основними поняттями та попереднiми вiдомостями з
теорiї перелiку двокольорових хордових дiаграм, можна ознайомитися в ро-
ботах [11], [16], [17].

1.1. Число дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 та його характеристичнi пiдкласи

У 1997 р. в роботi [9, C. 4] вперше встановлено рекурентнi формули, за
допомогою яких є принципово можливим пiдрахунок числа дiаграм з класу
ℑn,g

k,l (2g = n+ 1− k − l ).
Крiм того, для початкових g = 0; 1; 2; 3 в [9, С. 8-9] встановлено явнi

формули, якi пiзнiше також були одержанi та уточненi й в [4, С. 833], а в
роботi [3, С. 888] — для цiлих g > 0 запропоновано iншу рекурентну формулу.

З урахуванням, наприклад результатiв роботи [19], для довiльного на-
турального n > 5 число d(n) дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 можна знайти за
формулою ∣∣∣ℑn,2

n−4;1

∣∣∣ = (3n2 − n− 6)

8
· C6

n+1 = d(n). (2)

Зауваження 2. ( [19]) Оскiльки дiаграми з класу ℑn,2
n−4;1 (крiм 1 сiрого

циклу) мають точно k = n − 4 чорних циклiв (якi мiстять всi n чорних
дуг двокольорового 2n -шаблону), то кожна з таких дiаграм може мати
лише один з наступних наборiв чорних циклiв:

або один 5 -цикл (довжини 5) та (n− 5) 1 -циклiв (довжини 1);
або один 4 -цикл, один 2 -цикл та (n− 6) 1 -циклiв;
або два 3 -цикли та (n− 6) 1 -циклiв;
або один 3 -цикл, два 2 -цикли та (n− 7) 1 -циклiв;
або чотири 2 -цикли та (n− 8) 1 -циклiв.

Таким чином, всi дiаграми з класу ℑn,2
n−4;1 умовно можна подiлити на п’ять

зазначених вище класiв — A , B , D , E та F вiдповiдно.
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 Рис. 2: типовi представники характеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1

Зауваження 3. ( [19]) Якiсний аналiз можливих типiв дiаграм iз класiв
A , B , D , E i F дозволяє видiлити лише 23 пiдкласи (об’єднання яких дає
ℑn,2

n−4;1 та перетин будь-яких двох iз них є порожньою множиною), типовi
представники яких зображено на рис. 2 та (заради зручностi) позначено у
спосiб: A1–A4 , B1–B4 , D1–D4 , E1–E7 та F1–F4 вiдповiдно.
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1.2. Число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1

В роботi [19] за допомогою леми Бернсайда встановлено справедливiсть
наступного твердження

Теорема 1. ( [19]) Для натуральних n > 5 число d∗(n) неiзоморфних
(нееквiвалентних вiдносно дiї циклiчної групи порядку n ) дiаграм з класу
ℑn,2

n−4;1 можна обчислити за формулою

d∗(n) =
d(n) + ρ(n, n2 ) + 2ρ(n, n3 ) + 2ρ(n, n4 ) + 4ρ(n, n5 ) + 2ρ(n, n6 ) + 4ρ(n, n8 )

n
,

(3)
де

d(n) =
1

8
· C6

n+1 · (3n2 − n− 6); (4)

∀j ∈ N : n
j /∈ N величини ρ

(
n, nj

)
≡ 0 , а

∀j ∈ {2; 3; 4; 5; 6; 8} : n
j ∈ N величини ρ

(
n, nj

)
визначаються за допомогою

спiввiдношень

ρ

(
n,

n

j

)
=



C1
n
8
, j = 8

C1
n
6
, j = 6

3 · C1
n
5
, j = 5

C2
n
4
, j = 4

3 · C2
n
3
, j = 3

C3
n
2
· 5n+2

8 , j = 2.

(5)

Основна частина
Застосовуючи лему Бернсайда (див. напр. [2], [11], [12]), не важко вста-

новити, що число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiдносно дiї дiедральної групи)
дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 можна визначити за допомогою спiввiдношення

d∗∗n =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (6)

де d∗(n) — число неiзоморфних дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 ,

S(n) =


s0(n), n = 2m+ 1

1

2
(s1(n) + s2(n)), n = 2m,

(7)
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s0(n) — число тих дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiк-

сованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та
сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону;
s1(n) ( s2(n) ) –– число тих дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 , що є симетричними вiд-
носно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних
сiрих (вiдповiдно чорних) дуг 2 -кольорового 2n -шаблону.

Таким чином, з урахуванням спiввiдношень (6), (7) та встановлених фор-
мул (3) – (5) для обчислення величини d∗(n) , задача про пiдрахунок числа
d∗∗(n) нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 зводиться до задач про пiдра-
хунок величин s0(n) , s1(n) , s2(n) .

Зауваження 4. В подальшому з метою уникнення непотрiбних нагромад-
жень (при вiзуалiзацiї вiдповiдних типiв дiаграм) чорнi 1-цикли будемо
зображати у виглядi звичайної чорної дуги 2n -шаблону (та розумiти як
дугу, кiнцi якої сполучено хордою) – рис. 3 c) .

 

 

 

 

 

 

)a  )b  )c  

 

|||  

Рис. 3: до зауваження 4.

Лема 1. Нехай n = 2m+ 1 . Тодi число s0(n) дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 , що є

симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї, яка проходить через сере-
дини протилежних чорної та сiрої дуг 2 -кольорового 2n -шаблону, можна
обчислити за формулою.

s0(n) =
(n− 3)(n− 1)(n+ 1)(5n+ 7)

384
. (8)

Доведення. З урахуванням аналiзу симетрiй типових представникiв ха-
рактеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 (зображених на рис. 2 ),
всi дiаграми з класу ℑn,2

n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiксованої осi
симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорної та сiрої дуг
2 -кольорового 2n -шаблону (n = 2m + 1 ), вичерпуються дiаграмами вiсiм-
надцяти типiв, зображених та занумерованих числами вiд 1 до 18 на рис. 4 .
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Рис. 4: до леми 1.

Оскiльки n = 2m + 1 , то сумарне число s0(n) дiаграм зазначених типiв
становить

4× C2
(2m+1)−1

2

+ 9× C3
(2m+1)−1

2

+ 5× C4
(2m+1)−1

2

= 4C2
m + 9C3

m + 5C4
m =

= 4
(
C2

m + C3
m

)
+ 5

(
C3

m + C4
m

)
= 4C3

m+1 + 5C4
m+1 = 4C4

m+2 + C4
m+1 =

= 4
(m+ 2)!

4!(m− 2)!
+

(m+ 1)!

4!(m− 3)!
=

(m+ 1)!

4!(m− 2)!
(4 · (m+ 2) + 1 · (m− 2)) =

=
1

4!
(m+ 1)m(m− 1)(5m+ 6).

Звiдки, з урахуванням рiвностi m = n−1
2 , одержуємо, що

s0(n) = s0(2m+ 1) =
(n− 3)(n− 1)(n+ 1)(5n+ 7)

384
.

�
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Лема 2. Нехай n = 2m . Тодi мають мiсце рiвностi

s1(n) =
1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 2n

)
; (9)

s2(n) =
1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 66n+ 192

)
; (10)

1

2
(s1(n) + s2(n)) =

(n− 4)(n− 2)
(
5n2 + 34n+ 96

)
384

. (11)

Доведення. З урахуванням аналiзу симетрiй типових представникiв ха-
рактеристичних пiдкласiв дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 (зображених на рис. 2 ), всi
дiаграми з класу ℑn,2

n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiксованої осi симетрiї,
яка проходить через середини протилежних сiрих дуг 2 -кольорового 2n -
шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами дев’яти типiв, зображених та
занумерованих числами вiд 1 до 9 на рис. 5 .

 

    

 

1 2 3 4  

     

5 6 7 8 9 

 

 Рис. 5: до леми 2.

Оскiльки n = 2m , то сумарне число s1(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

4× C3
2m
2

+ 5× C4
2m
2

= 4C3
m + 5C4

m = 4
(
C3

m + C4
m

)
+ C4

m = 4C4
m+1 + C4

m =

= 4
(m+ 1)!

4!(m− 3)!
+

m!

4!(m− 4)!
=

m!

4!(m− 3)!
(4 · (m+ 1) + 1 · (m− 3)) =

=
1

4!
m(m− 1)(m− 2)(5m+ 1).

Звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s1(n) = s1(2m) =
n(n− 2)(n− 4)(5n+ 2)

384
=

1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 2n

)
.
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Рис. 6: до леми 2.
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Дiаграми з класу ℑn,2
n−4;1 , що є симетричними вiдносно фiксованої

осi симетрiї, яка проходить через середини протилежних чорних дуг 2 -
кольорового 2n -шаблону (n = 2m ), вичерпуються дiаграмами тридцяти
восьми типiв, зображених та занумерованих числами вiд 1 до 38 на рис. 6 .

Оскiльки n = 2m , то сумарне число s2(n) дiаграм зазначених типiв ста-
новить

16× C2
2m−2

2

+ 5× C4
2m−2

2

+ 17× C3
2m−2

2

= 16C2
m−1 + 5C4

m−1 + 17C3
m−1 =

= 16
(
C2

m−1 + C3
m−1

)
+
(
C3

m−1 + C4
m−1

)
+ 4C4

m−1 = 16C3
m + C4

m + 4C4
m−1 =

= 16 · m!

3!(m− 3)!
+

m!

4!(m− 4)!
+ 4 · (m− 1)!

4!(m− 5)!
=

=
(m− 1)!

4!(m− 3)!
(64 ·m+ 1 ·m(m− 3) + 4 · (m− 3)(m− 4)) =

=
(m− 1)(m− 2)

4!

(
5m2 + 33m+ 48

)
.

Звiдки, з урахуванням рiвностi m = n
2 , одержуємо, що

s2(n) =
1

4!

(
n− 2

2

)(
n− 4

2

)(
5 · n

2

4
+ 33 · n

2
+ 48

)
=

=
1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 66n+ 192

)
.

Крiм того,
1

2
(s1(n) + s2(n)) =

(n− 4)(n− 2)
(
5n2 + 34n+ 96

)
384

.

�
З урахуванням спiввiдношень (6), (7) та лем 1 i 2, має мiсце

Теорема 2. Для натуральних n > 5 число d∗∗(n) нееквiвалентних (вiднос-
но дiї дiедральної групи порядку 2n ) дiаграм з класу ℑn,2

n−4;1 можна обчис-
лити за формулою

d∗∗(n) =
1

2
(d∗(n) + S(n)) , (12)

де

S(n) =


1

384
(n− 3)(n− 1)(n+ 1)(5n+ 7), n = 2k + 1

1

384
(n− 4)(n− 2)

(
5n2 + 34n+ 96

)
, n = 2k.

(13)

а величина d∗(n) визначається за формулами (3) – (5) .
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На рис. 7 та 8 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi (нееквiвалентнi
вiдносно дiї циклiчної групи) дiаграми з класiв ℑ5,2

1;1 та ℑ6,2
2;1 вiдповiдно.

    

1 2 3 4 

 

Рис. 7: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ5,2
1;1

 

    

1 2 3 4 

    

5 6 7 8 

    

9 10 11 12 

    

13 14 15 16 

 

Рис. 8: всi неiзоморфнi дiаграми з класу ℑ6,2
2;1

Зауваження 5. Очевидно, що:
у випадку n = 5 всi неiзоморфнi дiаграми є також i нееквiвалентними

(вiдносно дiї дiедральної групи);
у випадку n = 6 з 16 неiзоморфних дiаграм пари {5; 6} , {7; 8} та

{11; 12} є еквiвалентними (симетричними), а тому iснує лише 16−3 = 13
нееквiвалентних дiаграм з класу ℑ6,2

2;1 .
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Рис. 9: всi 44 нееквiвалентнi дiаграми з класу ℑ7,2
3;1
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Додатки та прикiнцевi зауваження
Зауваження 6. За допомогою одержаних формул можна пiдрахувати й
число нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,2

1;n−4

Повторюючи мiркування, аналогiчнi тим, що наведено у роботi [5], не
важко встановити справедливiсть наступного твердження

Твердження 1. При n → ∞ величини d∗∗(n) та

δ(n) =
d(n)

2n
=

(3n2 − n− 6)(n+ 1)(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

11520

є еквiвалентними нескiнченно великими величинами.

n d(n) d∗(n) d∗∗(n) n d(n) d∗(n) d∗∗(n)
5 8 4 4 21 12 087 306 575 592 288 951
6 84 16 13 22 17 968 566 816 858 409 959
7 469 67 44 23 26 212 571 1 139 677 571 516
8 1 869 237 140 24 37 589 475 1 566 377 785 361
9 5 985 667 366 25 53 068 015 2 122 723 1 063 721
10 16 401 1 649 883 26 73 854 495 2 840 739 1 423 367
11 39 963 3 633 1 894 27 101 437 245 3 756 943 1 881 702
12 88 803 7 417 3 836 28 137 637 045 4 915 841 2 461 957
13 183 183 14 091 7 203 29 184 664 025 6 367 725 3 188 185
14 355 355 25 405 12 945 30 245 181 573 8 173 019 4 091 833
15 654 654 43 650 22 112 31 322 377 804 10 399 284 5 205 312
16 1 154 062 72 166 36 503 32 420 045 164 13 126 768 6 570 279
17 1 958 502 115 206 58 086 33 542 668 764 16 444 518 8 229 569
18 3 215 142 178 678 90 018 34 695 524 060 20 457 020 10 237 300
19 5 126 010 269 790 135 660 35 884 784 516 25 279 560 12 649 062
20 7 963 242 398 242 200 162 36 1 117 639 908 31 046 082 15 534 091

Табл. 1: початковi значення величин d(n) , d∗(n) та d∗∗(n)

Висновки
Таким чином, в представленiй роботi розв’язано задачу про пiдрахунок

числа нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,2
n−4;1 . Крiм того, для n = 5, 6 та

n = 7 в явному виглядi наведено всi неiзоморфнi та нееквiвалентнi дiаграми
з вiдповiдних класiв, а для 5 6 n 6 36 — точнi значення числа неiзоморфних
та нееквiвалентних таких дiаграм.

Цiлком природно подальшу роботу спрямувати на одержання явних фор-
мул для пiдрахунок числа нееквiвалентних дiаграм з класу ℑn,3

n−6;1 та уза-
гальнення одержаних результатiв для класу ℑn,g

n−2g,1 на випадок довiльного
g > 1 .
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О.А. Kadubovskyi, A.V. Stopkin, A.M. Kyrychenko
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

On the number of non-equivalent 2 -color chord O -diagrams of the
genus three that have one grey (or black) face

In this paper we consider 2 -color chord O -diagrams (of order n ) with one
grey and (n− 4) black faces under the action of dihedral group of the order 2n .

For natural 5, 6 and 7 we have illustrated all non-equivalent of such diagrams.
We have established explicit formulas for counting the number of non-equivalent
diagrams from the specified class. In addition, for natural 5 6 n 6 36 we have
also listed the exact value of the number of non-equivalent such diagrams.

Keywords: 2 -color chord O -diagrams, genus of a diagram, faces of a di-
agram, dihedral group.
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