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ЕНДОМОРФIЗМИ ВIЛЬНОЇ ГРУПИ

В роботi за допомогою елементарного перетворення Нiльсена рангу n на множенi наборiв
слiв вiльної групи визначається автоморфiзм або ендоморфiзм вiльної групи. Розглядаєтся
будова вербальної пiдгрупи вiльної групи.
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Вступ
Вiльною групою F = F (X) з системою вiльних твiрних X називається

група, елементами якої є нескоротнi груповi слова над алфавiтом X , а добу-
ток елементiв-слiв визначається як їх приписування з подальшою редукцiєю
– скороченням символiв вигляду xx−1 , x−1x , якi можуть появитися на сти-
ку двох слiв при їх приписуваннi. При цьому груповим словом називається
слово вигляду

w = xε1i1x
ε2
i2
. . . xεrir , де ε1, ε2, . . . , εr ∈ {−1, 1}.

Слово w називається нескоротним, якщо воно не мiстить складiв вигляду
xx−1 чи x−1x . Потужнiсть множини вiльних твiрних X називається рангом
вiльної групи. Вiльна група визначається своїм рангом однозначно: будь яка
iнша система твiрних, яка є вiльною, тобто такою, що довiльне вiдображення
цiєї системи в групу F продовжується до ендоморфiзму, має таку ж поту-
жнiсть як i X . Це число є iнварiантом вiльної групи, який називається її
рангом. Вiльну групу рангу n (з точнiстю до iзоморфiзму вона лише одна)
позначають символом Fn .

Основна частина
Нехай (xi)i∈I – система вiльних твiрних вiльної групи F , де

I = {1, 2, . . . , n} або I = N , (wi)i∈I – система нескоротних слiв - елементiв
F . Тодi вiдображення

xi → wi, i ∈ I, (1)

можна продовжити до ендоморфiзму групи F . При цьому рiзним вiдобра-
женням вiдоповiдатимуть рiзнi ендоморфiзми i кожен ендоморфiзм визначає
певне вiдображення виду (1). А тому довiльний ендоморфiзм α ∈ EndF
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однозначно задається набором елементiв (wi)i∈I . Нехай n – натуральне чи-
сло, n > 2 , тодi ендоморфiзму α вiдповiдає набiр

[α] =< w1(x1, x2, . . . , xn), w2(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn) > (2)

Якщо ендоморфiзму β вiдповiдає набiр

[β] =< w′
1(x1, x2, . . . , xn), w

′
2(x1, x2, . . . , xn), . . . , w

′
n(x1, x2, . . . , xn) >, (3)

то добутку αβ вiдповiдає набiр, який утворився при суперпозицiї (2) i (3),
тобто

[α] · [β] = [αβ] =< w′
1(w1(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn)), . . .

. . . , w′
n(w2(x1, x2, . . . , xn), . . . , wn(x1, x2, . . . , xn)) > (4)

Вiдповiдностi (1) називаються (див. [1], с.138) пiдстановками на твiрних
xi , або просто пiдстановками. Якщо множина слiв {wi|i ∈ I} вiльно по-
роджує вiльну групу F , то пiдстановка називається вiльною пiдстановкою
на твiрних xi , i ∈ I . Вiльнi пiдстановки визначають автоморфiзми вiль-
ної групи F , а всi iншi – ендоморфiзми, якi не являються автоморфiзмами.
Пересвiдчитись чи є пiдстановка [α] на твiрних xi вiльною чи нi можна вико-
ристовуючи так званi елементарнi перетворення над словами вiльної групи.
Вони визначаються таким чином.

Означення 1. Елементарними перетвореннями Нiльсена рангу n назива-
ються перетворення на множинi наборiв (iнакше – кортежiв)

[α] =< w1, w2, . . . , wn >

нескоротних слiв в алфавiтi X , якi належать до одного з таких типiв:

1) Перестановка слiв у наборi. Нехай σ – деяка перестановка з симе-
тричної групи Sn . Тодi елементарним σ -перетворенням кортежа [α]
називається таке його перетворення

(w1, w2, . . . , wn)
σ→ (wσ(1), wσ(2), . . . , wσ(n)) (5)

Образ кортежа [α] при перетвореннi (5) позначатимемо символом
[α]σ .

2) Замiна компонент кортежа на оберненi елементи вiльної групи. Не-
хай a = (a1, a2, . . . , an) – деякий вектор, координати якого належать
до множини {1,−1} . a -перетворенням кортежа [α] назвемо пере-
творення вигляду

(w1, w2, . . . , wn) → (wa1
1 , wa2

2 , . . . , wan
n ). (6)

Образ кортежа a при перетвореннi (6) позначатимемо символом [α]a .
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3) Змiна компонент кортежа шляхом множення на iншi компоненти.
перетвореннями такого типу є наступнi:
а)

(w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . . , wn) →
(w1, . . . , wi−1, wi · wε

j , wi+1, . . . , wn);

б)
(w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . . , wn) →
(w1, . . . , wi−1, w

ε
j · wi, wi+1, . . . , wn); (7)

в)
(w1, . . . , wi−1, wi, wi+1, . . . , wn) →

(w1, . . . , wi−1, w
ε
j · wi · w−ε

j , wi+1, . . . , wn),

де 1 6 i 6 n , 1 6 j 6 n , i ̸= j , ε ∈ {1,−1} .

Якщо до набору [α] =< w1, w2, . . . , wn > застосувати нiльсiнєвське еле-
ментарне перетворення одного з типiв 1)-3), то в результатi дiстаємо новий
кортеж, який породжує ту ж саму пiдгрупу групи SF , що й набiр [α] . Нехай
Lx(w) – число входжень лiтери x в слово w , Lx([α]) = Lx(w1)+. . .+Lx(wn) .

Лема 1. Нехай [α] – деякий набiр елементiв вiльної групи F . Можна по-
будувати таку послiдовнiсть λ1, λ2, . . . , λs нiльсенiвських елементарних
перетворень кортежiв довжини n , що для довiльної лiтери x ∈ X ма-
тимуть мiсце нерiвностi

Lx([α]) > Lx([α]
λ1) > Lx([α]

λ1λ2) > . . . > Lx([α]
λ1...λs),

причому кортеж [β] = [α]λ1...λs має вигляд

[β] =< w̃1, . . . , w̃l, e, . . . , e >,

а w̃1, . . . , w̃l є вiльною системою твiрних пiдгрупи < w̃1, . . . , w̃l > , по-
родженої w̃1, w̃2, . . . , w̃l . Число l не залежить вiд вибору послiдовностi
елементарних нiльсеневських перетворень λ1λ2 . . . λs .

Доведення цiєї леми див. ( [1], с.133-136.)
Число l , яке є iнварiантом набору [α] , називатимемо рангом цього набору

i позначатимемо r([α]) . очевидно для довiльного набору [α] неодиничних
нескоротних слiв справджується нерiвностi:

1 6 r([α]) 6 n.

З леми 1 як наслiдок вiдразу ж дiстаємо таке твердження
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Лема 2. Набiр [α] задає автоморфiзм вiльної групи F (X) тодi й лише
тодi, коли r([α]) = n . В противному разi цей набiр задає ендоморфiзм групи
F (X) , який не буде її автоморфiзмом.

Д о в е д е н н я. Якщо r([α]) = n , то за допомогою елементарних
перетворень Нiльсена [α] можна привести до вигляду < w̃1, w̃2, . . . , w̃l >
такого, що w̃1, w̃2, . . . , w̃l є вiльною системою твiрних вiльної групи F (X) .
Звiдси випливає, що й компоненти кортежа [α] породжують вiльну групу
F (X) . А тому вiдображення

f : xi → wi, i = 1, 2, . . . , n,

можна продовжити до автоморфiзму F (X) в себе. Якщо ж r([α]) = k < n ,
то за допомогою елементарних перетворень Нiльсена кортеж [α] можна при-
вести до вигляду < w̃1, . . . , w̃k, e, . . . , e > . Але компоненти кортежа пере-
твореного i початкового породжують ту ж саму пiдгрупу рангу k в F (X) ,
тобто < w̃1, . . . , w̃k >=< w1, . . . , wn > звiдси випливає, що вiдображення f

продовжується до гомоморфiзму, який вiдображає F (X) на власну пiдгрупу
< w̃1, . . . , w̃l > , який може бути автоморфiзмом. �

Наведемо тепер визначення вербальної пiдгрупи в групi. Нехай G – до-
вiльна група, V ⊂ F – довiльна множина слiв у вiльнiй групi злiченого рангу.
Вербальною υ -пiдгрупою групи G називається пiдгрупа, що породжена всi-
ма значеннями слiв iз V в групi G . Позначатимемо цю пiдгрупу символом
υ(G) . Таким чином

υ(G) = {υ(g1, g2, . . . , gn)|υ(x1, . . . , xn) ∈ V , g1, g2, . . . , gn ∈ G}

Вербальна пiдгрупа довiльної групи G є цiлком характеристичною в нiй,
обернене взагалi кажучи є неправильним, але для вiльних груп маємо таке
твердження
Лема 3. Кожна цiлком характеристична пiдгрупа вiльної групи є вербаль-
ною в нiй.

Доведення див. [2].
Враховуючи це твердження, вербальну пiдгрупу V(X) вiльної групи F ,

яка задається деяким словом υ можна охарактеризувати таким чином
Лема 4. Нехай υ(x1, . . . , xn) – деяке незвiдне слово з вiльної групи злiчен-
ного рангу, F – вiльна група скiнченного або злiченного рангу. Вербальна
пiдгрупа υ(F ) складається з найможливiших суперпозицiй виду

υ(g1, g2, . . . , gn), g1, g2, . . . , gn ∈ F

Доведення випливає безпосередньо з визначення вербальної пiдгрупи.
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Прикладами власних вербальних пiдгруп вiльної групи F є

a) її комутант, який породжується словом [x1, x2] = x−1
1 x−1

2 x1x2 i складає-
ться з усiх незвiдних слiв, сума степенiв всiх входжень кожної букви xi
в якi дорiвнює нулю;

б) члени ряду комутантiв, якi визначаються рекурентно рiвностями
F (0) = F , F (k) = {[u, v]|u, v ∈ F (k−1)} , k = 1, 2, . . . ;

в) члени нижнього центрального рядку, якi визначаються рекурентно рiв-
ностями

γ1(F ) = F1, γk(F ) = [F, γk−1(F )], k = 2, 3, . . . ,

де [U, V ] =< [u, v]|u ∈ U, v ∈ V > – взаємний комутант пiдгруп U, V ;
г) Пiдгрупа m -тих степенiв Fm =< um|u ∈ F > .

Ми використали поняття вербальної пiдгрупи для певної характеризацiї
лiвих iдеалiв кiльця ендоморфiзмiв EndF вiльної групи F в роботi [3].

Висновки
Вiльна група є цiкавим i корисним об’єктом вивчення в теорiї груп на

прикладi якої будуються рiзноманiтнi алгебраїчнi конструкцiї. Результати до-
слiдження вiльної групи застосовуються i в теорiї напiвгруп, зокрема для
опису iдеалiв напiвгрупи ендоморфiзмiв вiльної групи.
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Free group endomorphisms
In this work, the automorphism or endomorphism of a free group is determined

by means of the elementary Nielsen transformation of rank n by multiplied sets
of words of a free group. The structure of the verbal subgroup of a free group is
considered.
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