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ПРО АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ
СЛАБКО НЕЛIНIЙНИХ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ СИСТЕМ

ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Дослiджується вплив нелiнiйностi системи на характеристичний полiгон лiнiйної частини.
Побудовано асимптотику розв’язку задачi Кошi при певних обмеженнях на коефiцiєнти
системи.
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Вступ
Системи вигляду

εh
dx

dt
= A(t, ε)x+ εpf(t, x) (1)

вивчалися у роботах [1, 2], де побудовано асимптотичне зображення розв’язку
задачi Кошi:

x(0, ε) = x0 (2)
на промiжку t ∈ [0, L] , L < ∞ . Тут x(t, ε) – шуканий n -вимiрний
вектор, A(t, ε) — n × n -матриця, що зображується збiжним рядом за

степенями дiйсного малого параметра ε > 0 : A(t, ε) =
∞∑
k=0

εkAk(t) ,

h , p — додатнi рацiональнi числа; f(t, x) — полiном степеня N > 2 :

f(t, x) =
N∑

|K|=2

fK(t)x
K , fK(t) = colon{f1,K(t), f2,K(t), . . . , fn,K(t)} ;

K = (k1, k2, . . . , kn) , |K| = k1 + k2 + . . .+ kn , xK = xk11 · xk21 · . . . · xkn1 .
На вигляд асимптотики розв’язку задачi (1) , (2) iстотно впливає харак-

тер спектру матрицi A(t, 0) , тобто кратнiсть коренiв полiнома P (λ, t, 0) ;
P (λ, t, ε) ≡ det(A(t, ε)−λE) , E – одинична матриця. Iзольованi точки дослi-
джуваного промiжку, де збiгаються принаймнi два коренi характеристичного
полiнома, називаються точками повороту (ТП). Ряд прикладних задач при-
зводить до необхiдностi дослiджувати системи рiвнянь iз ТП [1, 2].

Теоретичнi основи дослiдження
Вiдомо [1, 3, 4] що окiл кожної з ТП подiляється на класичну та резонан-

сну зони (в термiнах [4] — область впливу — influence domain). Резонансна
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зона складається iз декiлькох частин, на кожнiй з яких асимптотика розв’яз-
ку принципово вiдрiзняється вiд асимптотик в iнших зонах. Для лiнiйних
систем кiлькiсть частин резонансної зони дорiвнює кiлькостi ланок так зва-
ного характеристичного полiгону [4]. Побудована на кожнiй iз частин (околу
ТП t = 0 в комплекснiй площинi) вигляду

|t| 6 Mm |ε|ρm , Mk |ε|ρk 6 |t| 6 δk−1 |ε|ρk−1 , Mk >> 1, δk << 1, k = 1,m

асимптотика розв’язку системи, отриманої з (1) «склеюється» iз сусiдньою в
областях δk |ε|ρk 6 |t| 6 Mk |ε|ρk k = 1,m . Саме у такому способi розв’язу-
вання задачi (1) , (2) полягає так званий багатомасштабний метод [2] – [5].
Система (1) названим методом дослiджувались в [1, 3]. Для лiнiйної си-
стеми кiлькiсть показникiв полiгону є скiнченною. Для нелiнiйних систем
в [1, стор. 42] сформульовано проблему про скiнченнiсть процедури багато-
масштабних перетворень (в термiнах [1] – «перестроек»). Для розв’язання
сформульованої проблеми необхiдно дослiдити окiл ТП на предмет скiнчен-
ностi множини частин резонансної зони, тобто дослiдити полiгон системи (1)
на предмет скiнченностi кiлькостi показникiв. При загальному виглядi не-
лiнiйностi для розв’язання проблеми необхiдно побудувати аналог лiнiйного
характеристичного полiгону. На сьогоднi цього поняття не розроблено i є
предметом подальших дослiджень.

У цiй роботi з’ясуємо, при якому виглядi нелiнiйностi характеристичний
полiгон лiнiйної частини не змiниться, а також побудуємо при певних обме-
женнях асимптотику задачi (1) , (2) методом М.I. Шкiля [7].

Результати та їх обговорення
Вимагатимемо виконання наступних умов.
10 . Матрицi Ak(t) i коефiцiєнти полiнома f(t, x) є нескiнченно дифе-

ренцiйовними на промiжку [0, L] .
20 . Коренi полiнома P (λ, t, 0) рiзнi на (0, L] i збiгаються при t = 0 .
30 . Матриця A(0, 0) подiбна жордановiй клiтцi Hn .
Якщо iснують цiлочисельнi вектори m = (m1,m2, . . . ,mn) iз |m| > 2

такi, що функцiї Φ(t, s,m) ≡ ⟨m,λ(t)⟩ − λs(t) перетворюються в нуль при
деяких t i s ∈ {1, 2, . . . , n} , то спектр матрицi A(t, 0) називатимемо резо-

нансним [2]. Тут ⟨m,λ(t)⟩ ≡
n∑

k=1

mkλk(t) — скалярний добуток. Внаслiдок ви-

конання умови 20 спектр матрицi A(t, 0) є принаймнi точково-резонансним:
у ТП t = 0 рiвнiсть Φ(0, s,m) = 0 виконується для будь-яких s i m .

Використовуватимемо позначення δij – символ Кронекера та δkf — k -а
координата вектора f . Згiдно з позначеннями, δmfK(t) = fm,K(t) .
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Дослiдження характеристичного полiгону лiнiйної части-
ни системи.
Пiдстановкою x(t, ε) = P (t, ε)y(t, ε) система (1) зводиться до вигляду

εh
dy

dt
= B(t, ε)y + εpg(t, y, ε),

де матриця B(t, ε) матиме нормальну форму Арнольда, а полiном g(t, y , ε)
мiститиме мономи такого ж степеня, як i полiном f(t, x) . Тому вважатимемо,
що матриця системи (1) записана в арнольдовiй формi. Внаслiдок умов 20 ,
30 A(t, ε) = Hn + ∥δniaik(t, ε)∥ .

Асимптотика розв’язку системи (1) на кожному iз промiжкiв
резонансної зони будується iз використанням зрiзаючого перетво-
рення [2, 4], тобто перетворення вигляду x(t, ε) = Λ(α, β)y(t, ε) , де
Λ(α, β) = diag

{
1, (εαtβ), (εαtβ)2, . . . , (εαtβ)n−1

}
. Задача зрiзаючого пере-

творення – видiлити тi доданки системи, якi є головними у тiй чи iншiй
частинi резонансної зони. Оскiльки при наявностi описаної вище ТП кожен
моном нелiнiйної частини системи є резонансним, то нелiнiйнi доданки
мають ввiйти до головної частини перетвореної системи для вiдсутностi в
асимптотицi так званих секулярних членiв [2]. Тому зрiзаюче перетворення
необхiдно змiнити так, щоб воно пiдсилювало нелiнiйнiсть системи, i для
лiнiйної частини зберiгало властивостi перетворення Λ(α, β) .

Для систем бiльш загального вигляду

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x+ εpf(t, x)

необхiдно використовувати канонiчну форму в’язки матриць A(t, ε)+λB(t, ε)
[5, 6], i процес «зрiзання» потребує розробки навiть для лiнiйного випадку.

Розглянемо перетворення вигляду

x(t, ε) = Λa,b(α, β)y(t, ε), (3)

де Λa,b(α, β) = diag
{
(εαtβ)h1, (εαtβ)h2, . . . , (εαtβ)hn

}
, а величини a i b описа-

но далi.
Оскiльки в результатi перетворення (3) елементи матрицi нової системи

запишуться як
∥∥(εαtβ)hj−hiaij(t, ε)

∥∥ , то для збереження жорданової стру-
ктури перетвореної матрицi показники h1, h2, . . . , hn мають задовольняти
спiввiдношенню hk − hk−1 = hk−1 − hk−2 , або hk − 2hk−1 − hk−2 = 0 ,
k = 3, 4, . . . , n . Загальним розв’язком останнього рiзницевого рiвняння є по-
слiдовнiсть hk = a+ b(k − 1) , де a i b довiльнi сталi.
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Дослiдимо вплив перетворення Λa,b(α, β) на лiнiйну частину системи (1) .
Для цього опишемо коротко побудову характеристичного полiгону у припу-
щеннi, що A(t, ε) є аналiтичною по t i зведена до арнольдової форми.

Позначимо елементи матрицi системи вiдповiдно до [4]:

an n−k+1(t, ε) =
∞∑
ν=0

ενpkν(t), pkν(t) =
∞∑

d=mkν

tdpkνl.

Побудувавши в системi координат OXY точки
Pkν =

(
ν
k ;

mkν

k

)
= Qi(αi; βi) , R(h;−1) = Qm(αm; βm) , обчислимо показ-

ники ρi = −αi−αi−1

βi−βi−1
.

Показники обчислюються лише для Qi , що належать пiдмножинi опуклої
оболонки нанесених точок — ламанiй, яка з’єднує точку з абсцисою X = 0 iз
точкою з абсцисою X = h . Згiдно з [4] 0 = ρ0 < ρ1 < . . . < ρm . Якщо m = 1 ,
то полiгон мiстить лише одну ланку [3, 5], i резонансна зона є промiжком
вигляду [0,Mερ] . Саме такий випадок розглядається у роботах [1, 3, 5]. Пiсля
перетворення (3) системи (1) дiстанемо:

εh
dy

dt
= (Λ−1A(t, ε)Λ− εhΛ−1Λ′)y + εpΛ−1f(t,Λy, ε), або

εh(εαtβ)−bdy

dt
= (εαtβ)−b(Λ−1A(t, ε)Λ− εhΛ−1Λ′)y + εp(εαtβ)−bΛ−1f(t,Λy, ε),

де Λ−1A(t, ε)Λ− εhΛ−1Λ′ = Hn +
∥∥∥δni(εαtβ)−b(n−k+1)ank

∥∥∥− βεh(εαtβ)−bt−1bH,

H = diag{h1, h2, . . . , hn}; (εαtρ)−kban n−k+1 =
∑
ν,d

εν−kabtd−kβbpνkd.

При цьому необхiдно, щоб εν−kabtd−kβb → 0 при ε → 0 , тому координати
вершин полiгону повиннi мати вигляд Pkν =

(
ν
bk ;

mkν

bk

)
. Отже, щоб вигляд i по-

казники полiгону залишились незмiнними, ще одне обмеження виглядатиме
як b = 1 .

Розглянемо нелiнiйну частину перетвореної системи, яка запишеться як
εp(εαtβ)−bΛ−1f(t,Λy, ε) . З урахуванням вигляду нелiнiйностi, матимемо:

δiΛ
−1f(t,Λy, ε) = O

(
(εαtβ)⟨H,K⟩−bi

)
.

Вимагаючи, щоб нелiнiйнiсть на розглядуваному промiжку мала порядок
по ε вищий вiд порядку лiнiйної частини, дiстанемо необхiднi для цiєї вимоги
нерiвностi:

p+ (α+ βρ) ⟨H,K⟩ − hi − b+ ρmi k > 0, i = 1, n, (4)

причому число ρ визначиться iз спiввiдношення ρ + (1 − n)b = b = h − ρ .
Виконання записаних спiввiдношень гарантує, що полiгон лiнiйної частини
системи, його показники залишаться незмiнними.

42 Збiрник наукових праць фiзико-математичного факультету ДДПУ. 2021. Випуск 11.



Рашевський М.О. Про асимптотичне iнтегрування слабко нелiнiйних ...

Наведенi мiркування сформулюємо у виглядi наступного твердження.

Теорема 1. Якщо виконуються умови 10 –30 , i ρk — показник харак-
теристичного полiгону лiнiйної частини системи (1) , то при вико-
наннi нерiвностей (4) система рiвнянь, отримана в результатi зрiза-
ючого перетворення системи (1) , є системою рiвнянь зi слабкою не-
лiнiйнiстю та стабiльним спектром лiнiйної частини на промiжку
Mk |ε|ρk 6 |t| 6 δk−1 |ε|ρ−1k , Mk >> 1 , δk−1 << 1 .

Питання «зрощування» розв’язкiв є проблемою окремого дослiдження, i
може бути виконане методом [5].
Приклад 1. У роботi [1] побудовано асимптотику розв’язку рiвняння

ε2u′′ + xu = εun; n – додатне цiле число.

Замiною εu′ = v отримаємо систему

ε

(
u

v

)′

=

(
0 1
−x 0

)(
u

v

)
+ ε

(
0
un

)
.

Показник характеристичного полiгону лiнiйної частини системи ρ = 2
3 . Пе-

ретворення
(

u
v

)
=

(
ε−γ 0
0 εγ

)(
y
z

)
, γ = 1

6 та замiна змiнної x = ερt

зводить розглядувану систему до вигляду(
y
z

)′

=

(
0 1
−t 0

)(
y
z

)
+ ε

3−n
σ

(
0
zn

)
.

Очевидно, що порядок нелiнiйностi по ε перевищує порядок лiнiйної час-
тини, якщо n 6 3 . У випадку n > 3 описана замiна, а отже i полiгон лiнiйної
частини системи та його показник не дають можливостi побудувати розв’язок
рiвняння.
Приклад 2. У роботi [3] побудовано асимптотику розв’язку рiвняння

ε2utt + f(t, u) = 0, u(0) = u0, εu′(0) = u1;

f(t, u) = a1(t)u+ a2(t)u
3 + ...+ al(t)u

2l−1; aj(t) = t2njαj(t), αj(t) > 0.

Дане рiвняння можна вважати слабконелiнiйним, оскiльки в ТП t = 0 не-
лiнiйнiсть зникає, а дослiджується рiвняння саме в околi ТП. Запишемо
рiвняння у виглядi системи

ε

(
u

v

)′

=

(
0 1

t2n1α1(t) 0

)(
u

v

)
+

(
0

t2n2α2(t)u
3 + ...+ t2nlαl(t)u

2l−1

)
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Показник характеристичного полiгону лiнiйної частини системи ρ = 1
n1+1 .

Перетворенням такого ж вигляду, як i в прикладi 1 iз γ = n1ρ
2 отримаємо

систему iз нелiнiйнiстю, яка є слабкою або такого ж порядку по ε , як i лi-
нiйна частина системи при виконаннi нерiвностей (2nk + 1)ρ− 2kγ − 1 > 0 ,
k = 1, l , звiдки пiсля перетворень дiстанемо:

nk

k + 1
> n1

2
, що узгоджується

iз результатами [3], де при побудовi внутрiшнього розв’язку рiвняння вико-
ристано показник µ = min

16j6l

nj

j+1 . Якщо цей мiнiмум досягається при j = 1 ,

то показник характеристичного полiгону лiнiйної частини системи, як i сам
полiгон, залишаються незмiнними.

Асимтотика задачi (1), (2).
У роботi [7] запропоновано метод побудови формального розв’язку лiнiйної
системи шляхом використання узагальненого або «збуреного» характеристи-
чного рiвняння P (λ, t, ε) = 0 , що дозволило при певних обмеженнях на
коефiцiєнти та ранг побудувати асимптотику задачi Кошi лiнiйної системи
[8]. Використаємо методи [7, 8] для побудови асимтотики розв’язку задачi
(1) , (2) та з’ясуємо характер нелiнiйностi, який дозволить отримати асим-
птотику розв’язку у виглядi багатофазового ряду [2]. Для спрощення запису
деяких формул припускатимемо надалi, що коренi згаданого характеристи-
чного рiвняння є суто уявними. Вимагатимемо виконання наступних умов.

40 . Дискримiнант D(t, ε) полiнома P (λ, t, ε) задовольняє нерiвнiсть
|D(t, ε)| > |D(0, ε)| ≠ 0 , t ∈ (0, L] .

Перегрупуємо доданки в зображеннi матрицi A(t, ε) наступним чином:

A(t, ε) =
∞∑
k=0

εkhAk(t, ε),

Ak(t, ε) =

m(r+1)−1∑
s=m(r)

εs−rhAs(t), m(r) = [rh] +

[
1− [rh]

rh

]
,

r = 0, 1, 2, ...,m(0) = 0 , [d] – цiла частина числа d . Внаслiдок умов
20 , 30 для елементу an 1(t, ε) матрицi A0(t, ε) справджується рiвнiсть
an 1(0, 0) = 0 . Для одержання оцiнок, аналогiчних [8], вимагатимемо викона-
ння наступної умови на вказаний елемент.

50 . an 1(0, ε) = O(ε) , an 1(t, ε) ̸= 0 для t ∈ [0, L] .
Внаслiдок умови 40 коренi характеристичного рiвняння є рiзними на до-

слiджуваному промiжку, тому iснує невироджена матриця T (t, ε) така що

T−1A0(t, ε)T = Λ(t, ε) = diag{λ1(t, ε), λ2(t, ε), . . . , λn(t, ε)}.
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Пiдстановкою x (t, ε ) = T (t, ε )y(t, ε ) система (1) зводиться до вигляду

εh
dy

dt
= (Λ(t, ε) +

∞∑
k=1

εkhBk(t, ε))y + εpg(t, y, ε), (5)

де згiдно з лемою роботи [8]
T−1(t, 0)T ′(t, 0) = O

(
t−1
)
, T−1(0, ε)T ′(0, ε) = O

(
ε−1
)
,

тому B1(t, 0) = O
(
t−1
)
, B1(0, ε) = O

(
ε−1
)
. Iншi матрицi у ТП матимуть

полюс по ε бiльш низького порядку, нiж матриця B1 .
У припущеннi, що fi,K(t) = O

(
tm(i,K)

)
, при t → 0 m(i,K) > 0 , матиме-

мо наступнi оцiнки:

δif(t, T z) = fi,K(t)pi,K(t, ε)z
K ; pi,K(0, ε) = O(εγ(i)) , γ(i) = 1

n

n∑
l=1

(i− l)kl ;

pi,K(t, ε) – функцiї, що виражаються через елементи матрицi T (t, ε) .
Оскiльки g(t, y, ε) = T−1(t, ε)f(t, T (t, ε)x) , то ε

1
ng(t, y, ε) = O(1)

в околi ТП. Нехай min
16i6n

{
γ(i)− i−1

n

}
= q . Наступною пiдстановкою

y(t, ε) = exp{ε−h
∫ t

0 Λ(s, ε)ds}z(t, ε) зведемо систему (5) до вигляду

εh
dz

dt
= εhA1(t, ε)z + εpf(t, z, ε),

де A1(t, 0) = O(t−1) . До останньої системи застосуємо метод послiдовних

наближень [8] за схемою zn(t, ε) = z0 +
t∫
0

(A1(s, ε)zn−1 + εp−hf1(s, zn−1, ε))ds ,

n > 1 , взявши z0 = z(0) = T−1(0, ε)x(0) .
Iнтеграл у правiй частинi останньої рiвностi мiстить лiнiйну та нелiнiйну

вiдносно z(t, ε) частини. Перша з них згiдно з вище наведеними мiркуван-

нями має вигляд aij(s, ε) exp{ε−h
s∫
0

(λi(t, ε)−λj(t, ε))dt} , а друга запишеться

як
t∫
0

tm(K)gi(t, ε) exp{ε−h
t∫
0

Φ(τ, i,K)dτ}dt .

З урахуванням оцiнок для елементiв матрицi A1(t, ε) та T , дiстанемо:∥∥∥∥∥∥
t∫

0

A1(s, ε)z0ds

∥∥∥∥∥∥ 6 Cε−1+ nh
n+1 ;

iнтеграл
t∫
0

tmgi(t, ε) exp{ε−h
t∫
0

τ kdτ}dt = O
(
ε

h
k+1 (m+1)

)
, що згiдно iз (6, 8)
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має мiсце при скiнченних t . Тому∥∥∥∥∥∥
t∫

0

(εp−hf1(s, z0, ε))ds

∥∥∥∥∥∥ 6 εp−h+q+ nh
n+1 (m+1),

де C — стала, що не залежить вiд ε (для кожного iнтегралу – своя).
Надалi всi сталi в оцiнках iнтегралiв методом [2] позначатимемо через

C . Таким чином, позначивши σ = min
{
p− h+ q + nh

n+1(m+ 1); nh
n+1 − 1

}
,

дiстанемо оцiнку
∥z1(t, ε)− z0(t, ε)∥ 6 εσ.

Таким чином, перше наближення для досить малих ε є обмеженим при ви-
конаннi нерiвностей

p− h+ q +
nh

n+ 1
(m+ 1) > 0, h > 1 +

1

n
. (6)

Останню з нерiвностей, яку дiстаємо iз лiнiйної частини системи, отри-
мано з iнших мiркувань у роботi [8]. Продовжуючи далi процес послiдовних
наближень, матимемо:

∥zk(t, ε)− zk−1(t, ε)∥ 6 εkσ, k > 1.

Зауважимо, що при вiдсутностi нелiнiйної частини (поклавши формально
p = ∞ ) системи (1) дiстанемо оцiнку ∥zk(t, ε)− zk−1(t, ε)∥ 6 ε−k+ nkh

n+1 .
Наведенi мiркування сформулюємо у виглядi наступного твердження.

Теорема 2. Якщо виконуються умови 10 –50 i задача (1) , (2) має розв’я-
зок x(t, ε) на промiжку t ∈ [0, L] , то у випадку суто уявних коренiв
полiнома P (λ, t, ε) i виконання нерiвностей (5) даний розв’язок має асим-
птотику вигляду

xm(t, ε) = T (t, ε) exp{ε−h

∫ t

0

Λ(s, ε)ds}zm(t, ε)

таку, що справджується оцiнка ∥x(t, ε)− xm(t, ε)∥ 6 εmσ .

Висновки та перспективи подальших дослiджень.
Проблема асимптотичного iнтегрування слабко нелiнiйних систем iз ТП

на теперiшнiй час не розв’язана. Для деяких систем, як з’ясовано вище мо-
жуть бути застосованi «лiнiйнi» методи, зокрема багатомасштабний метод, i
побудувати асимптотичне зображення розв’язку, як сформульовано у теоре-
мi 2. Загальний вигляд нелiнiйностi у системi необхiдно дослiджувати iншими
методами. Побудова нелiнiйного аналогу характеристичного полiгону потре-
бує розробки i складатиме тему подальших дослiджень.
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On Asymptotic Solutions of Weakly Nonlinear Singular Perturbed
Systems of Ordinary Differential Equations

Influences of nonlinear part of singular perturbed systems on the linear
characteristic polygon are investigated. We construct asymptotic solution for the
Cauchy problem for weakly nonlinear differential equations in the case where is
available turning point.
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