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ОСОБЛИВОСТI ТРАЄКТОРIЙ РУХУ ЗАРЯДЖЕНИХ
ЧАСТИНОК У СХРЕЩЕНИХ ЕЛЕКТРИЧНОМУ ТА

МАГНIТНОМУ ПОЛЯХ

Ðîçãëÿíóòî òðà¹êòîði¨ ðóõó çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê ó ïðèëàäàõ çi ñõðåùåíèìè åëåêòðè÷íèì
òà ìàãíiòíèì ïîëÿìè, ÿêi ¹ ðåçóëüòàòîì ìîäåëþâàííÿ çà ðiçíèìè ìîäåëÿìè, ÿêi âèêîðè-
ñòîâóþòü. Çà âñiìà ðîçãëÿíóòèìè ìîäåëÿìè òðà¹êòîði¨ ìàþòü öèêëî¨äîïîäiáíi òðà¹êòîði¨.
Çà íàÿâíîñòi äèñèïàöi¨ öi òðà¹êòîði¨ êàðäèíàëüíî çìiíþþòüñÿ â çàëåæíîñòi âiä ìîäåëi, ÿêó
ðîçãëÿäàþòü. Àíàëiç öèõ òðà¹êòîðié çíà÷íî ñïðîñòèâ ïîÿñíåííÿ ïåâíèõ çàãàäîê ìàãíåòðî-
íiâ.

Ключовi слова: площинна модель, модель з гребiнчатою структурою, магнетрон-

ний дiод, магнетрон, мiнiмум потенцiйної енергiї

Вступ
Дослiдження та моделювання фiзичних процесiв реальних об’єктiв вима-

гають в залежностi вiд деталiзацiї опису уточнення або додаткового опису
окремих складових частин, що розглядають.

Генерацiя мiкрохвильового випромiнювання рiзних рiвнiв потужностi є
актуальною задачею протягом кiлькох десятирiч. Електромагнiтне випромi-
нювання вiд десятих часток мiлiметра до десяткiв сантиметрiв використо-
вують у рiзноманiтних галузях науки, технiки, радiолокацiї, дефектоскопiї,
спектроскопiї, медицинi, побутi тощо.

Чiльне мiсце серед приладiв НBЧ посiдають прилади зi схрещеними ста-
тичними полями, однак, треба визнати недостатнiм рiвень розумiння сутi
явищ, якi вiдповiдають за формування вихiдного спектру в них, що не до-
зволяє оцiнювати змiни вихiдного сигналу в залежностi вiд умов роботи.

Системи зi схрещеними полями – це електроннi лампи, якi ефективно
перетворюють вхiдну потужнiсть сталого струму у НВЧ хвилi з високим
ккд. Широкий перелiк переваг систем М–типу обумовлює їх застосування у
рiзноманiтних радiоелектронних системах пiд час вирiшення задач радiоло-
кацiї, радiонавiгацiї, зв’язку, радiопротидiї та радiоелектронного придушення
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й медичного та побутового НВЧ–нагрiвання. Останнiм часом широкого роз-
повсюдження набули НВЧ пiчки, якi застосовують для нагрiвання їжi [1].

Наразi для отримання високого рiвня потужностi випромiнювання вико-
ристовують вакуумнi генератори, зокрема, прилади зi схрещеними полями,
такi як магнетрони, в яких активним середовищем є електронний потiк [2].

Магнетрон — один з перших й найрозповсюдженiших генераторiв над-
високих частот, де електрони, що рухаються у схрещених статичних елек-
тричному та магнiтному полях, взаємодiють з високочастотним електрома-
гнiтним полем [3].

З конструктивної точки зору сучасний багаторезонаторний магнетрон
складається з трьох частин: катоду, анодного блоку, який мiстить порожни-
стi резонатори, й пристрою для виводу високочастотної енергiї [4]. Поведiнку
роботи цих приладiв аналiзують за допомогою PIC кодiв [5] i теорiї ведучих
центрiв [6, 7]. Моделювання роботи приладiв магнетронного типу пов’язане
з розв’язанням складних диференцiальних рiвнянь, найчастiше чисельними
методами, використовуючи пакети MAGIK-3D [8] та CST Studio Suite [9]. Такi
моделi потребують занадто великих комп’ютерних й часових ресурсiв [10].

Наразi для дослiдження фiзичних процесiв у приладах зi схрещеними по-
лями застосовують так званий «обчислювальний» експеримент [11]. За такого
пiдходу до вивчення систем зi схрещеними полями набуто певних результатiв.

У багатьох задачах вакуумної електронiки пiд час дослiджень фiзичних
процесiв, що мають мiсце в електронних приладах, постає необхiднiсть дослi-
джень траєкторiй руху заряджених частинок в таких системах.

Теоретичне дослiдження взаємодiї електронiв з полем у багаторезона-
торному магнетронi або спорiднених з ним приладах починається з роз-
в’язання двовимiрної задачi про рух електронiв в однорiдному магнiтному
та електричному полях [12].

Метою цiєї статтi є вивчення траєкторiй руху заряджених частинок (еле-
ктронiв) у рiзних моделях приладiв зi схрещеними полями за рiзних умов
роботи та порiвняння цих траєкторiй.

Основна частина
Обчислення руху заряджених частинок (електронiв) розпочнемо з най-

простiшої пласкої моделi (рис. 1). Розгляд пласкої моделi є важливим не
тiльки з точки зору простоти математичного розв’язання. Бiльшiсть суча-
сних магнетронiв мають катод великого дiаметру, що дозволяє наближено
зобразити катод i анод паралельними площинами.

Для розв’язання поставленої задачi має бути використано загальне рiвня-
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Рис. 1: Ïðîñòið âçà¹ìîäi¨
a � ìàãíåòðîííèé äiîä; b � ãðåáiíêà

ння Лоренця, яке визначає силу, що дiє на заряд за наявностi електричного
i магнiтного полiв.

Магнетронний дiод
Отже, рiвняння руху заряджених частинок у схрещених електричному

та магнiтному полях, що описують в декартовiй системi координат (𝑥, 𝑦 ), є
задачею Кошi й визначають такою системою рiвнянь

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝜂

(︂
𝐸𝑥 +𝐵

𝑑𝑦

𝑑𝑡

)︂
(1)

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= 𝜂

(︂
𝐸𝑦 −𝐵

𝑑𝑥

𝑑𝑡

)︂
,

де 𝜂 — питомий заряд електрону;
𝐵 — напруженiсть поперечного магнiтного поля;
𝐸𝑥 — напруженiсть електричного поля вздовж осi абсцис;
𝐸𝑦 — напруженiсть електричного поля вздовж осi ординат.
Початковi умови для цiєї задачi набувають таких значень:

𝑥(0) = 0;

𝑑𝑥

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0; (2)

𝑦(0) = 0;

𝑑𝑦

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0.

Напруженiсть електростатичного поля для конфiгурацiї, що зображено
на рис. 1а має вигляд:
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𝐸𝑥 = 0; (3)

𝐸𝑦 =
𝑈𝑎

𝑑
,

де 𝑈𝑎 — напруга на одному з електродiв, найчастiше анодна.
Розв’язок системи рiвнянь (1) з початковими умовами (2) та конфiгурацi-

єю електростатичного поля (3) є вiдомим i описаний майже в усiх публiкацiях,
що присвяченi руху заряджених частинок у схрещених полях i має вигляд

𝑥 =
𝑈𝑎

𝜂𝑑𝐵2
(𝜔𝐻𝑡− sin𝜔𝐻𝑡) ;

𝑦 =
𝑈𝑎

𝜂𝑑𝐵2
(1− cos𝜔𝐻𝑡) ,

де 𝜔𝐻 = 𝜂𝐵 — циклотронна частота.
Це параметричне рiвняння циклоїди. Траєкторiю руху електронiв у пло-

щинному магнетронному дiодi наведено на рис. 2.

Рис. 2: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â ïëîùèííîìó ìàãíåòðîííîìó äiîäi

Площинна гребiнчата структура
Кращим наближенням до реальних приладiв є площинна модель з гре-

бiнчатою структурою (рис. 1b).
Математично цю модель описують за допомогою рiвнянь руху (1), поча-

ткових умов (2) та напруженостi електричного поля [12,13]
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𝐸𝑥 =
4𝜋ℎ

𝐿
𝐴0

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝐴𝑛 sin
2𝜋𝑛𝑥

𝐿
sh

𝑛𝑦

𝑑
; (4)

𝐸𝑦 = 𝐴0

(︃
1− 2ℎ

𝑑

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝐴𝑛 cos
2𝜋𝑛𝑥

𝐿
ch

𝑛𝑦

𝑑

)︃
,

де

𝐴0 =
𝑈𝑎

𝑑+
𝑙ℎ

𝐿

,

𝐴𝑛 =
sin

𝜋𝑛𝑙

𝐿(︂
𝜋𝑛𝑙

𝐿
+ sin

2𝜋𝑛𝑙

𝐿

)︂(︂
sh

𝑛(ℎ+ 𝑑)

𝑑
− sh𝑛

)︂
+ 𝜋 sh𝑛

.

Нажаль для системи рiвнянь (1) за початкових умов (2) та напруженостя-
ми електричних полiв (4) не можливо отримати аналiтичний розв’язок, тому
розв’язування здiйснювали за допомогою чисельного методу Рунге-Кутти че-
твертого порядку.

Траєкторiї руху, що отримано за допомогою чисельного методу, наведено
на рис. 3.

Рис. 3: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â ïëîùèííié ãðåáií÷àòié ñòðóêòóði

З порiвняння зображень на рис. 2 та 3 можна побачити, що пiд час моде-
лювання врахування розподiлу поля, яке притаманне гребiнчатiй структурi
(рис. 1b), виявляє наявнiсть модуляцiї потоку заряджених частинок, що схо-
же на прояв дiокотнонного ефекту [7] i призводить до суттєвого впливу на
еволюцiю системи.
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Цилiндричний магнетронний дiод
Щодо систем зi схрещеними полями, якi мають цилiндричну конструкцiю

електродiв, розглянемо найпростiшу з них — цилiндричний магнетронний
дiод (рис. 4а) та модель магнетрону (рис. 4b). Цi конструкцiї складаються
з двох спiввiсних цилiндрiв (магнетронний дiод) i замiсть одного з цилiндрiв
розташовують електрод зi складною конфiнурацiєю (магнетрон).

a b

Рис. 4: Ïðîñòið âçà¹ìîäi¨
a � ìàãíåòðîííèé äiîä; b � ìàãíåòðîí

Рiвняння руху зарядженої частинки у схрещених полях для цилiндричних
конструкцiй описують в полярнiй системi координат ( 𝑠, 𝜑 ) i це є задачею
Кошi, яку визначають такою системою рiвнянь [14]

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2
− 𝑠

(︂
𝑑𝜑

𝑑𝑡

)︂2

= 𝜂

(︂
𝐸𝑠 +𝐵𝑠

𝑑𝜑

𝑑𝑡

)︂
(5)

𝑠
𝑑2𝜑

𝑑𝑡2
+ 2

𝑑𝑠

𝑑𝑡

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜂

(︂
𝐸𝜑 −𝐵

𝑑𝑠

𝑑𝑡

)︂
,

де 𝑠 — безрозмiрний радiус
𝑟𝑎
𝑟𝑘

;

𝐸𝑠 — напруженiсть електростатичного поля вздовж радiальної коорди-
нати;

𝐸𝜑 — напруженiсть електростатичного поля по азимутальнiй координатi.
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При цьому початковi умови набувають таких значень:

𝑠(0) = 1;

𝑑𝑠

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0; (6)

𝜑(0) = 0;

𝑑𝜑

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0.

Напруженостi електростатичного поля для магнетронного дiода визнача-
ють як

𝐸𝑠 =
𝜂

𝑟2𝑘𝜔
2
𝐻

𝑈𝑎

𝑠 ln 𝑠𝑎
(7)

𝐸𝜑 = 0.

Нажаль для системи рiвнянь (5) за початкових умов (6) та напруженостя-
ми електричних полiв (7) не можливо отримати аналiтичний розв’язок, тому
розв’язування здiйснювали за допомогою чисельного методу Рунге-Кутти че-
твертого порядку.

Траєкторiї руху, що отримано за допомогою чисельного методу, наведено
на рис. 5. Цi траєкторiї не є епiциклоїдами, як могло здатися виходячи з
траєкторiй руху в площинному магнетронному дiодi.

Рис. 5: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â öèëiíäðè÷íîìó ìàãíåòðîííîìó äiîäi

Магнетрон
Найкращим наближенням до реальних приладiв є модель магнетрону

(рис. 4b).

65



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Математично цю модель описують за допомогою рiвнянь руху (5), поча-
ткових умов (6) та напруженостi електричного поля [15]

𝐸𝑠 =
𝑎0𝑧

𝑠

(︃
1− 2𝑁 ln

𝑠𝑣
𝑠𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑐𝑜𝑟𝑠
𝑁𝑛 cos𝑁𝑛𝜙

)︃
; (8)

𝐸𝜑 = 2𝑎0𝑧𝑁 ln
𝑠𝑣
𝑠𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑎𝑛𝑠𝑖𝑟𝑠
𝑁𝑛 sin𝑁𝑛𝜙,

де 𝑁 — кiлькiсть резонаторiв;

𝑎0 =
𝑈𝑎

ln 𝑠𝑎 +
𝑁𝜃

𝜋
ln

𝑠𝑣
𝑠𝑎

,

𝑎𝑛 =
sin𝑛𝑁𝜃

(𝑛𝑁𝜃 + sin 2𝑛𝑁𝜃)(𝑠𝑖𝑟𝑠𝑁𝑛
𝑣 − 𝑠𝑖𝑟𝑠𝑁𝑛

𝑎 ) + 𝜋𝑠𝑖𝑟𝑠𝑁𝑛
𝑎

𝑧 =
𝜂𝑈𝑎

𝜔2
𝐻𝑟

2
𝑘

;

𝑠𝑖𝑟𝑥 =
𝑥− 𝑥−1

2
;

𝑐𝑜𝑟𝑥 =
𝑥+ 𝑥−1

2
.

Нажаль для системи рiвнянь (5) за початкових умов (6) та напруженостя-
ми електричних полiв (8) як i в попереднiх випадках не можливо отримати
аналiтичний розв’язок, тому розв’язування здiйснювали за допомогою чи-
сельного методу Рунге-Кутти четвертого порядку.

Траєкторiї руху, що отримано за допомогою чисельного методу, наведено
на рис. 6. Цi траєкторiї не є епiциклоїдами i дуже схожi на траєкторiї, якi було
отримано в магнетронному дiодi i з просторовою модуляцiєю як в гребiнцi.

Дисипацiя
За класичною електродинамiкою кожна заряджена частинка, що рухає-

ться прискорено, випромiнює енергiю.
Випромiнювання енергiї, зазвичай, вiдбивається на русi частинки. При-

пущення про те, що у магнiтному полi «швидкiсть частинки не змiнюється»,
є лише наближено вiрним. Частинка, що рухається за круговою траєкторiєю,
випромiнює енергiю у виглядi електромагнiтних хвиль, через те, що змiна
напрямку швидкостi означає, що рух є прискореним.

У звичайних електронних приладах (клiстронах, магнетронах, лампах
з бiжною хвилею тощо) обидва процеси — випромiнювання та формуван-
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Рис. 6: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â ìàãíåòðîíi

ня згусткiв — вiдбуваються одночасно, згустки формуються пiд дiєю вла-
сного випромiнювання, в результатi чого випромiнювання пiдсилюється й
формування продовжується аж до його обмеження нелiнiйними ефектами.
Випромiнювання вiдбувається й тодi, коли заряджена частинка пролiтає повз
яке-небудь тiло або осiдає на ньому — це так зване перехiдне випромiнюван-
ня. Найпростiший випадок перехiдного випромiнювання — випромiнювання
за рiвномiрного та прямолiнiйного руху частинки у порожньому напiвпросто-
рi.

Спонтанне та iндуцiйоване випромiнювання — це основнi поняття кван-
тової теорiї випромiнювання, без яких не можна обiйтися пiд час вивчення
квантової електронiки; у класичнiй електронiцi, що оперує з рухом електронiв
у вакуумi до вiдносно недавнього часу таке трактування фактично не засто-
совували, оскiльки змiстовних та нових результатiв вона не надавала [16,17].

При врахуваннi в системах зi схрещеними полями дисипацiї, яку об-
умовлено втратою енергiї електронiв через рiзнi механiзми, рiвняння руху
заряджених частинок у вище описаних моделях (1) та (5) слiд доповнити до-

данком 𝛼
𝑑𝑦

𝑑𝑡
для моделi (1) та доданком 𝛼

𝑑𝑠

𝑑𝑡
для моделi (5) [18], при чому

початковi умови (2) i (6) та розподiли електростатичного поля по координатах
(3), (4), (7) та (8) залишаються незмiнними.

Базуючись на принципi мiнiмуму потенцiйної енергiї, що будь-яка замкне-
на система прагне перейти в такий стан, в якому її потенцiйна енергiя є
мiнiмальною, за наявностi дисипацiї вище розглянутi системи прагнутимуть
до мiнiмуму своєї потенцiйної енергiї. Розташування цих мiнiмумiв можна
визначити дослiдивши цi системи.
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Для площинної системи (1) такий мiнiмум розташовуватиметься на пря-

мiй 𝑦0 = 𝜂
𝑈𝑎

𝜔2
𝐻𝑑

.

Для магнетронного дiода (5) такий мiнiмум розташовуватиметься на колi

радiуса 𝑠0 =
√︀

2𝑏+
√
4𝑏2 + 1 , де 𝑏 =

𝜂

𝑟2𝑘𝜔
2
𝐻

𝑈𝑎

ln 𝑠𝑎
Для гребiнки (1), як i для магнетрону (5) вираз для розташування мiнi-

муму потенцiйної енергiї є дуже громiздким, але можна визначити область
розташування цих мiнiмумiв. Для гребiнки — 𝑦 > 𝑑 , для магнетрону —
𝑠 > 𝑠𝑎 .

Траєкторiї руху, що отримано для площинної моделi, наведено на рис. 7.

Рис. 7: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â ïëîùèííîìó ìàãíåòðîííîìó äiîäi çà íàÿâíîñòi äèñèïàöi¨

З рисунку видно, що траєкторiї прагнуть до мiнiмуму потенцiалу в цiй

системi 𝑦0 = 𝜂
𝑈𝑎

𝜔2
𝐻𝑑

. Це добре узгоджується i просто пояснює твердження,

що в мiру накопичення просторового заряду в такий системi утворюється
прямолiнiйний потiк, хоч там i не згадували про мiнiмум потенцiйної енергiї.

Траєкторiї руху, що отримано для моделi цилiндричного магнетронного
дiода, наведено на рис. 8.

З рисунку видно, що траєкторiї прагнуть до мiнiмуму потенцiалу в цiй
системi 𝑠0 =

√︀
2𝑏+

√
4𝑏2 + 1 . Це добре узгоджується i просто пояснює меха-

нiзм накопичення просторового заряду в такий системi, хоч пояснення такого
механiзму подають у не зрозумiлих припущеннях. Електрони рухаються до
мiнiмуму потенцiалу, тим самим утворюючи хмару просторового заряду в
мiнiмумi потенцiйної енергiї [19].

Траєкторiї руху, що отримано для моделi площинної гребiнчатої структу-
ри, наведено на рис. 9.
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Рис. 8: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â öèëiíäðè÷íîìó ìàãíåòðîííîìó äiîäi çà íàÿâíîñòi äèñèïàöi¨

Рис. 9: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â ïëîùèííié ãðåáií÷àòié ñòðóêòóði çà íàÿâíîñòi äèñèïàöi¨

Траєкторiї руху, що отримано для моделi магнетрону, наведено на рис. 10.

Рис. 10: Òðà¹êòîðiÿ ðóõó â ìàãíåòðîíi çà íàÿâíîñòi äèñèïàöi¨

З рисункiв 9 та 10 видно, що траєкторiї прагнуть до мiнiмуму потенцiалу

69



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

в цих системах, який знаходиться всерединi анодного блоку. Це просто по-
яснює механiзм протiкання струму на анод за будь-якої анодної напруги, хоч
пояснення такого механiзму подають у не зрозумiлих припущеннях.

Висновки
Таким чином, порiвняно траєкторiї рухiв чотирьох моделей приладiв зi

схрещеними полями. Цi траєкторiї мають циклоїдоподiбнi траєкторiї.
Врахування ефектiв дисипацiї в розглянутих моделях призводить до знач-

ної змiни траєкторiй руху.
Для площинного магнетронного дiода траєкторiя стає прямолiнiйним по-

током. Для цилiндричного магнетронного дiода траєкторiя стає кiльцевим
рухом, пояснюючи механiзм накопичення просторового заряду i розв’язуючи
одну iз загадок магнетронiв [4].

Траєкторiя частинок в площиннiй гребiнчатiй структурi та магнетронi
прямують до аноду, пояснюючи одну iз загадок магнетронiв [4] про iснування
анодного струму в передгенерацiйному режимi роботи.
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Feature of charged particles’ trajectories in crossed electrical and
magnetic fields

The charged particles trajectories were modeling results using models in
crossed-field devices was described. The trajectories were calculated by different
models are cycloid like. When we had a dissipation these trajectories change cardi-
nally. It depended by using model. This trajectories’ analysis largely simplified
the explain of some magnetrons’ secrets.

Keywords: plane model, comb structure model, magnetron diode, magnetron,
potential energy minimum
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