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ДО ЗАДАЧ НА КОНФIГУРАЦIЮ ДЕЗАРГА
З НЕВЛАСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ ТА СУМIЖНI ПИТАННЯ

Представлена стаття присвячена дидактичним та методичним аспектам вивчення конфi-
гурацiї Дезарга (зокрема з невласними елементами) на площинi. Наведено алгоритми-
вказiвки до можливих способiв розв’язання найбiльш типових задач на побудову конфiгу-
рацiї Дезарга з невласними елементами; в явному виглядi наведено всi розв’язки ключових
задач на вiдновлення елементiв певної конфiгурацiї Дезарга з фiксованим дезарговим
центром, прямою або ж трикутником; наведено формулювання (в певному сенсi всiх) час-
тинних випадкiв прямої та оберненої теорем Дезарга в термiнах евклiдової геометрiї.

Ключовi слова: проективна площина, теорема Дезарга на площинi, конфiгурацiя
Дезарга на площинi, невласнi елементи.

Вступ
Добре вiдомо (напр. [1]), що конфiгурацiйнi теореми (теореми геометрiї,

в яких йдеться лише про скiнчене число точок i прямих та їх взаємну при-
належнiсть) успiшно застосовують при вивченнi властивостей многокутникiв
та розв’язуваннi задач. Вони є особливо корисними при розв’язуваннi задач
на побудову в умовах обмежень рiзного характеру: при побудовах за допомо-
гою лише (односторонньої) лiнiйки (без мiток), при побудовах на обмеженiй
частинi площини, при побудовах з недосяжними точками тощо.

Також вiдомо (напр. [14]), що змiст теореми Дезарга є суто конструк-
тивним (а сама вона є конфiгурацiйною теоремою), проте наслiдки з неї
призводять до результатiв, якi мають бiльш принципове значення та дале-
ко виходять за межi звичайної геометричної конструкцiї. На основi теореми
Дезарга виникають найважливiшi поняття проективної геометрiї.

Крiм пiдручникiв [2,3,5], [9], [11], [17] та посiбникiв [12], [13], [16] з проек-
тивної геометрiї серед останнiх дослiджень слiд видiлити дисертацiю [7], яку
присвячено методичнiй системi навчання проективної геометрiї в педагогiч-
них унiверситетах. В роботi [6] видiлено найпростiшi та основнi задачi на
побудову в курсi проективної геометрiї; демонструється їх розв’язання та
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застосування до розв’язування iнших задач, зокрема з недосяжними елемен-
тами; запропоновано класифiкацiю задач з недосяжними елементами тощо.

На превеликий жаль, слiд констатувати, що у бiльшостi дiючих пiдручни-
ках iз вищої геометрiї для студентiв фiзико-математичних спецiальностей не
завжди звертається увага на зв’язок унiверситетського та шкiльного курсiв
геометрiї. Але ж саме цей зв’язок i покликаний сприяти якiснiй професiй-
нiй пiдготовцi майбутнiх вчителiв математики. Та, як справедливо вiдзначає
С.П. Семенець в [15], «особливо вiдчутною ця проблема є при вивченнi сту-
дентами питань проективної та диференцiальної геометрiї, якi в найбiльшiй
мiрi є вiдiрваними вiд теорiї та методики викладання геометрiї у школi».

З iншого боку, досвiд викладання проективної геометрiї свiдчить про те,
що при вивченнi теореми Дезарга, найбiльшi труднощi у студентiв виникають
саме пiд час знайомства з розширеною евклiдовою площиною при дослiд-
женнi конфiгурацiй Дезарга з невласними елементами.

Крiм того, автори переконанi, що встановлення та змiцнення зазначеного
вище зв’язку неможливе без цiлiсного сприйняття частинних випадкiв прямої
та оберненої теорем Дезарга в термiнах евклiдової геометрiї.

З урахуванням зазначеного, дана стаття й присвячена теоретичним та ме-
тодичним аспектам вивчення: конфiгурацiй Дезарга, зокрема з невласними
елементами, на розширенiй евклiдовiй площинi; задач про вiдновлення її еле-
ментiв; частинних випадкiв прямої та оберненої теорем Дезарга (на площинi)
в термiнах евклiдової геометрiї, якi «традицiйно пропонуються» студентам
на самостiйне опрацювання, проте викликають неабиякi труднощi.

Основнi поняття та попереднi вiдомостi
Три точки на площинi (зокрема розширенiй) називають колiнеарними (не-

колiнеарними), якщо вони належать (не належать) однiй прямiй.
В подальшому термiн «iнцидентнiсть» буде виражати вiдношення належ-

ностi. Точку i пряму називатимемо iнцидентними, якщо точка належить
прямiй; фраза «точка iнцидентна прямiй» означатиме те саме що i фраза
«точка належить прямiй», а фраза «прямая iнцидентна точцi» означатиме те
саме що i фраза «пряма проходить через точку». Вiдзначимо, що цей «ней-
тральний» термiн пiдкреслює взаємнiсть зазначеного вiдношення та є досить
зручним для формулювання тверджень, зокрема двоїстих, в термiнах проек-
тивної геометрiї.
Означення 1. Тривершинником ABC називають множину, яка склада-
ється з трьох неколiнеарних точок A , B , C та трьох прямих (AB) ,
(AC) , (BC) , якi мiстять цi точки.
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Теорема 1. (пряма теорема Дезарга) Якщо два тривершинника розмi-
стити на розширенiй евклiдовiй площинi так, щоб три прямi, якi є iнци-
дентними парам вiдповiдних вершин, були би iнцидентними однiй точцi,
то три точки, якi iнцидентнi трьом парам вiдповiдних сторiн, є iнциден-
тними однiй прямiй.
Теорема 2. (обернена теорема Дезарга) Якщо два тривершинника роз-
мiстити на розширенiй евклiдовiй площинi так, щоб три точки, якi є
iнцидентними парам вiдповiдних сторiн, були би iнцидентними однiй пря-
мiй, то три прямi, якi iнцидентнi трьом парам вiдповiдних вершин, є
iнцидентними однiй точцi.
Означення 2. ( [16]) Конфiгурацiєю Дезарга називають фiгуру, яка скла-
дається з десяти точок: шести вершин двох тривершинникiв («дезаргових
трикутникiв»), трьох точок на осi Дезарга («дезарговiй прямiй»), центра
Дезарга («дезаргової точки») та десяти прямих: шести сторiн (двох да-
них) тривершинникiв, трьох прямих, що сполучають вiдповiднi вершини
тривершинникiв та осi Дезарга.

В подальшому вершини одного з трикутникiв конфiгурацiї Дезарга буде-
мо позначати як A1B1C1 , iншого — A2B2C2 , через S i u позначати дезаргову
точку та дезаргову пряму вiдповiдно, а точки, що є iнцидентними (вiдповiд-
ним сторонам тривершинникiв) прямим B1B2 i C1C2 , C1C2 i A1A2 , A1A2 i
B1B2 позначатимемо як A0 , B0 та C0 вiдповiдно.
Зауваження 1. З урахуванням введених позначень та використовуючи за-
гальноприйняту символiку, пряму та обернену теореми Дезарга можна
подати у символьному виглядi, а саме. Нехай
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) . Тодi:

Якщо (A1A2) ∩ (B1B2) ∈ (C1C2) , то A0 ∈ (B0C0) .
Якщо A0 ∈ (B0C0) , то (A1A2) ∩ (B1B2) ∈ (C1C2) .

Означення 3. (напр. [13]) Якщо прямi A1A2 , B1B2 та C1C2 (що є iнци-
дентними вiдповiдним вершинам тривершинникiв) є iнцидентними точцi
S , то говорять, що такi тривершинники мають центр перспективи S ;
якщо точки A0 , B0 та C0 (що є iнцидентними вiдповiдним сторонам
тривершинникiв B1B2 i C1C2 , C1C2 i A1A2 , A1A2 i B1B2 ) є iнцидентни-
ми прямiй u , то говорять, що тривершинники мають вiсь перспективи u .

Зауваження 2. З урахуванням означення 3, пряму та обернену тереми
Дезарга можна сформулювати наступним чином: «якщо два тривершин-
ники мають центр перспективи, то вони мають вiсь перспективи»; «якщо два
тривершинники мають вiсь перспективи, то вони мають центр перспективи».

153



ISSN 2413-2667 (Print), ISSN 2415-3079 (Online)

Основна частина
Перш нiж перейти до розгляду конфiгурацiй з невласними елементами,

з’ясуємо питання щодо кiлькостi елементiв, якi можна обирати довiльно для
побудови конфiгурацiї Дезарга, кожна з десяти точок якої є власною.

1. Конфiгурацiї Дезарга, серед 10 точок якої немає невласних
На думку авторiв, вiдповiдь на зазначене вище питання дає наступна низ-

ка пропонованих задач
Задача 1. Дано пряму u та неколiнеарнi точки S , A1 , B1 , C1 , жодна з
яких не є iнцидентною до прямої u та жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) ,
(B1C1) не є паралельною до u . Добудувати конфiгурацiю Дезарга так, щоб
пряма u була дезарговою вiссю, точка S — дезарговим центром, а тривер-
шинник A1B1C1 — дезарговим трикутником.

Розв’язання.
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Рис. 1: до задачi 1.

1) Оскiльки жодна з прямих
(A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є пара-
лельною до u , то точки їх перетину
з прямою u iснують та визначаю-
ться однозначно. Позначимо їх як
C0 = (A1B1) ∩ u , B0 = (A1C1) ∩ u i
A0 = (B1C1) ∩ u .
2) За умовою т. S , A1 , B1 , C1 є
неколiнеарними, тому жодна з точок
A0 , B0 , C0 не може належати жод-
нiй з прямих (SA1), (SB1), (SC1) .
3) Оскiльки пряма u повинна бути
дезарговою вiссю, то точки A0 , B0 ,
C0 є точками перетину вiдповiдних
сторiн дезаргових трикутникiв, тоб-

то: C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) ; B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) ; A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , де
A2, B2, C2 — шуканi вершини другого дерзагового трикутника. Звiдки маємо
що B2 ∈ (A2C0), C2 ∈ (A2B0) .
4) За умовою точка S повинна бути дезарговим центром. Тому точки A2 ,
B2 i C2 повиннi належати прямим (SB1) та (SC1) вiдповiдно.

Таким чином, з урахуванням п. 3), маємо що: B2 одночасно належить
прямим (A2C0) та (SB1) , а C2 — прямим (A2B0) та (SC1) .
5) Через точку C0 проведемо пряму b паралельно до прямої (SB1) ; оскiль-
ки прямi (SB1) та (SA1) перетинаються в точцi S , то (за властивiстю
паралельних прямих) b також перетинає пряму (SA1) в певнiй точцi B∗ .
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6) Через точку B0 проведемо пряму c паралельно до прямої (SC1) ; оскiль-
ки прямi (SC1) та (SA1) перетинаються в точцi S , то (за властивiстю
паралельних прямих) c також перетинає пряму (SA1) в певнiй точцi C∗ .
7) Оберемо на прямiй (SA1) таку точку A2 , яка не спiвпадає з жодною з
точок S , A1 , B∗ , C∗ та не є iнцидентною до прямої u . Тодi: (A2C0) та
(SB1) не є паралельними i тому перетинаються у точцi B2 ; (A2B0) та (SC1)
також не є паралельними i тому перетинаються у точцi C2 .

Таким чином A2 , B2 = (A2C0) ∩ (SB1) i C2 = (A2B0) ∩ (SC1) —
шуканi вершини другого дезаргового трикутника. З останнього й випливає
вiдповiдний спосiб добудови конфiгурацiї Дезарга, серед 10 точок якої немає
невласних точок та яка задовольняє умову задачi.

Зауваження 3. З метою дотримання належного рiвня математичної
строгостi необхiдно придiлити увагу питанню щодо колiнеарностi точок
A0 , B2 i C2 , бо за наведеним способом розв’язання немає пiдстав говори-
ти «за побудовою». Крiм того, досить часто через похибки креслярських
iнструментiв (та/або неточнiсть побудов) у багатьох студентiв зазна-
ченi точки «не є колiнеарними». Тому має сенс запропонувати студентам
довести колiнеарнiсть точок A0 , B2 i C2 методом вiд супротивного з ура-
хуванням прямої теореми Дезарга.

Задача 2. Дано неколiнеарнi точки S , A1 , B1 , C1 . Добудувати конфiгу-
рацiю Дезарга так, щоб точка S була дезарговим центром, а тривершин-
ник A1B1C1 — дезарговим трикутником.

Задача 3. Дано пряму u та неколiнеарнi точки A1 , B1 , C1 , жодна з яких
не є iнцидентною до прямої u та жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1)
не є паралельною до u . Добудувати конфiгурацiю Дезарга так, щоб пряма
u була дезарговою вiссю, а A1B1C1 — дезарговим трикутником.

Зауваження 4. Для розв’язання задач 2 i 3 довiльнiсть вибору вiдпо-
вiдних елементiв досить узгодити з умовою та розв’язанням задачi 1 .

Зауваження 5. Якщо додаткову вимогу щодо власностi точок кон-
фiгурацiї Дезарга не накладати, то для розв’язання задачi 1 точку A2

досить обрати на прямiй (SA1) так, щоб вона не спiвпадала з точками S ,
A1 та не була iнцидентною до прямої u .

Крiм того, в контекстi питання щодо кiлькостi елементiв, якi можна
обирати довiльно для побудови конфiгурацiї Дезарга, доцiльно запропону-
вати задачу на добудову конфiгурацiї Дезарга, якщо дано п’ять iз шести
вершин дезаргових трикутникiв.
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2. Конфiгурацiї Дезарга, серед 10 точок якої є невласнi
Добре вiдомо (напр. [13], С. 201), що проективну геометрiю можна вив-

чати в будь-якiй з її реалiзацiй. Найбiльш простою та наочною реалiзацiя
одержується шляхом поповнення евклiдового простору невласними (нескiн-
ченно вiддаленими) елементами – невласними точками, прямими i площиною.

Крiм того, при довiльному з пiдходiв до «побудови» проективної площини,
до основних положень (аксiом, наслiдкiв, рiдше – домовленостей) вiдносять
наступнi твердження щодо iнцидентностi власних та невласних елементiв роз-
ширеної евклiдової площини R2 :
I. Кожна власна пряма розширеної евклiдової площини мiстить точно
одну невласну точку.
II. Паралельнi прямi розширеної евклiдової площини мають спiльну не-
власну точку («перетинаються у невласнiй точцi»).
III. Iснує єдина пряма, що є iнцидентною двом рiзним точкам розширеної
евклiдової площини.
IV. Iснує єдина точка, що є iнцидентною двом рiзним прямим розширеної
евклiдової площини.

З урахуванням зазначеного, видiляють наступнi можливi способи задання
невласних елементiв на розширенiй евклiдовiй площинi R2 .
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Рис. 2:

На пiдставi твердження I,
невласну точку M∞ зручно
задавати за допомогою влас-
ної прямої m , яка iнциден-
тна цiй точцi. Крiм того, на
пiдставi твердження II, не-
власна точка M∞ може бу-
ти задана за допомогою будь-
якої з паралельних прямих
mi (mi||m ) — рис. 2.

Невласна пряма не потребує в такому заданi, оскiльки вона єдина на R2 .
Проте її можна задати за допомогою двох власних непаралельних прямих.

З урахуванням зазначеного вище, є всi пiдстави для надання наступних
рекомендацiй, якi доцiльно використовувати при побудовах конфiгурацiї
Дезарга з невласними елементами:
1) провести пряму (AM∞) через власну точку A та невласну точку M∞
це теж саме, що через точку A провести пряму m′ паралельно до прямої m
— рис. 2;
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2) нехай дано три прямi, якi є iнцидентними однiй точцi; якщо двi з трьох
прямих є паралельними мiж собою, то i третя з таких прямих є паралельною
до кожної з двох iз зазначених паралельних прямих;
3) нехай дано три точки, якi є iнцидентними однiй прямiй; якщо двi з трьох
точок є невласними, то i третя з таких точок є невласною точкою R2 .

З урахуванням зазначеного, можна видiлити наступi властивостi конфiгу-
рацiї Дезарга з невласними елементами на розширенiй евклiдовiй площинi (з
акцентами в термiнах евклiдової геометрiї).
10 . Якщо двi вiдповiднi вершини дезаргових трикутникiв є невласними
точками, то центр Дезарга також є невласною точкою площини R2 .
20 . Якщо центр Дезарга є невласною точкою площини R2 , то три прямi,
що є iнцидентими вiдповiдним вершинам дезаргових трикутникiв, є попар-
но паралельними.
30 . Якщо двi точки на осi Дезарга (з числа 10 точок конфiгурацiї Дезарга)
є невласними точками, то вiсь Дезарга є невласною прямою площини R2 .
40 . Якщо вiсь Дезарга є невласною прямою R2 , то вiдповiднi сторони де-
заргових трикутникiв є паралельними;

особливiстю такої конфiгурацiї є те, що дезарговi трикутники будуть го-
мотетичними в гомотетiї з центром у дезарговiй точцi та коефiцiєнтом, рiвним
вiдношенню довжин вiдповiдних сторiн.
50 . Якщо центр та вiсь Дезарга є невласними елементами R2 , то пря-
мi, що є iнцидентими вiдповiдним вершинам дезаргових трикутникiв, є
попарно паралельними та паралельними є вiдповiднi сторони дезаргових
трикутникiв;

особливiстю такої конфiгурацiї є те, що дезарговi трикутники є рiвними.
60 . Якщо точно одна з вершин одного з дезаргових трикутникiв є невлас-
ною точкою, то в такому тривершиннику двi його сторони є паралельними.
70 . Якщо двi вершини одного з дезаргових трикутникiв є невласними точ-
ками площини R2 , то в такому тривершиннику третя вершина обов’яз-
ково є власною точкою R2 ;

особливiстю такої конфiгурацiї є те, що вiдповiдна сторона в другому
дезарговому трикутнику є паралельною до осi Дезага.
80 . Якщо лише двi з вiдповiдних сторiн дезаргових трикутникiв є пара-
лельними, то дезаргова пряма є паралельною до паралельних сторiн три-
кутникiв.
90 . Якщо власна дезаргова пряма є паралельною до сторони одного з дезар-
гових трикутникiв, то вона є паралельною i до вiдповiдної сторони другого
дезаргового трикутника.
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Задача 4. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої одна вершина (A2 )
одного з трикутникiв (A2B2C2 ) є невласною точкою (A2 ≡ A2∞ ).
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Рис. 3: до конфiгурацiї Дезарга, коли одна з вершин одного з дезаргових трикутникiв є
невласною точкою

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласну точку A2 ≡ A2∞ дезаргового трикутни-
ка A2∞B2C2 за допомогою власної прямої a .
2) Оберемо на площинi R2 пряму u , яка не є паралельною до a , та такi
неколiнеарнi точки A1 , B1 , C1 , жодна з яких не є iнцидентною до прямої u
та жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є паралельною до u та a .
3) Проведемо через точку A1 пряму a1 ≡ (A2∞A1) паралельно до прямої
a та оберемо на (A2∞A1) таку точку S , яка: не спiвпадає з A1 , не належить
u та не належить (B1C1) .

Добудуємо конфiгурацiю Дезарга так, щоб пряма u була дезарговою вiс-
сю, точка S — дезарговим центром, A1B1C1 — дезарговим трикутником,
а точка A2 ≡ A2∞ — вершиною дезаргового трикутника A2∞B2C2 .
4) Оскiльки жодна з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є паралельною до
u , то точки їх перетину з прямою u iснують та визначаються однозначно.
Позначимо їх як C0 = (A1B1) ∩ u , B0 = (A1C1) ∩ u i A0 = (B1C1) ∩ u .
5) Проведемо через точку C0 пряму a2 ≡ (A2∞B2) паралельно до прямої
a та позначимо через B2 = (SB1) ∩ a2 .
6) Проведемо через точку B0 пряму a3 ≡ (A2∞C2) паралельно до прямої
a та позначимо через C2 = (SC1) ∩ a3 .

{A1B1C1;A2∞B2C2;S, u ≡ (A0B0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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Задача 5. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої двi вершини (A2 i
C2 ) одного з трикутникiв є невласними точками (A2 ≡ A2∞ , C2 ≡ C2∞ ).
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Рис. 4: до конфiгурацiї Дезарга, коли двi вершини одного з дезаргових трикутникiв є
невласними точками

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласнi точки A2 ≡ A2∞ i C2 ≡ C2∞ дезаргового
трикутника A2∞B2C2∞ за допомогою власних непаралельних прямих a та
c вiдповiдно.
2) Оберемо на площинi R2 такi неколiнеарнi точки A1 , B1 , C1 , що жодна
з прямих (A1B1) , (A1C1) , (B1C1) не є паралельною до прямих a та c .
3) Проведемо через точки A1 i C1 прямi a1 ≡ (A1A2∞) i c1 ≡ (C1C2∞)
паралельно до прямих a та c вiдповiдно. Оскiльки a та c не є паралельними,
то a1 та c1 також не є паралельними i тому позначимо через S = a1 ∩ c1 .
4) Оберемо на прямiй SB1 таку точку B2 , яка не спiвпадає з жодною iз
точок S i B1 та не належить A1C1 .
5) Проведемо через точку B2 прямi a2 ≡ (B2A2∞) та c2 ≡ (B2C2∞) пара-
лельно до прямих a та c вiдповiдно.
6) Позначимо через A0 = (C1B1)∩(C2∞B2) , а через C0 = (A1B1)∩(A2∞B2) .
7) За побудовою прямi (A1A2∞) , (B1B2) та (C1C2∞) є iнцидентними
однiй точцi S , тобто виконано умови прямої теореми Дезарга. Звiдки точ-
ка B0 = (A2∞C2∞) ∩ (A2C2) є iнцидентною до прямої (A0C0) . Оскiльки
(A2∞C2∞) є невласною прямою, то кожна її точка, зокрема B0 , є невласною
точкою. Звiдки B0 ≡ B0∞ — спiльна невласна точка власних прямих (A0C0)
та (A1C1) . I тому (A0C0)||(A1C1) .

{A1B1C1;A2∞B2C2∞;S, u ≡ (A0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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Задача 6. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої двi невiдповiднi вер-
шини (A1 i C2 ) дезаргових трикутникiв (A1B1C1 та A2B2C2 ) є невласни-
ми точками (A1 ≡ A1∞ , C2 ≡ C2∞ ).
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Рис. 5: до конфiгурацiї Дезарга, коли двi невiдповiднi вершини дезаргових трикутникiв
є невласними точками

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласнi точки A1 ≡ A1∞ i C2 ≡ C2∞ дезарго-
вих трикутникiв A1∞B1C1 i A2B2C2∞ за допомогою власних непаралельних
прямих a та c вiдповiдно.
2) Оберемо на площинi R2 такi неколiнеарнi точки A2 , B1 , C1 , що жодна
з прямих (A2B1) , (A2C1) , (B1C1) не є паралельною до прямих a та c .
3) Проведемо через точки A2 i C1 прямi a1 ≡ (A1∞A2) i c1 ≡ (C2∞C1)
паралельно до прямих a та c вiдповiдно. Оскiльки a та c не є паралельними,
то a1 та c1 також не є паралельними i тому позначимо через S = a1 ∩ c1 .
4) Оберемо на прямiй SB1 таку точку B2 , яка не спiвпадає з жодною iз
точок S i B1 .
5) Проведемо через точки B1 i C1 прямi a2 ≡ (A1∞B1) i a3 ≡ (A1∞C1)
паралельно до прямої a , а через точки B2 i A2 прямi c2 ≡ (C2∞B2) i
c3 ≡ (C2∞A2) паралельно до прямої c .

Оскiльки прямi a i c не є паралельними, то жоднi з прямих ai та cj
також не є паралельними. З урахуванням способу вибору т. A2 , B1 , C1 та
B2 , наступнi власнi прямi не є паралельними, i тому перетинаються у точках:
C0 = a2 ∩ (A2B2) = (A1∞B1) ∩ (A2B2) , B0 = a3 ∩ c3 = (A1∞C1) ∩ (A2C2∞) ,
A0 = (C1B1) ∩ c2 = (C1B1) ∩ (C2∞B2) .

{A1∞B1C1;A2B2C2∞;S, u ≡ (A0B0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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Задача 7. Побудувати конфiгурацiю Дезарга, для якої двi вiдповiднi верши-
ни (A1 i A2 ) дезаргових трикутникiв (A1B1C1 та A2B2C2 ) є невласними
точками (A1 ≡ A1∞ , A2 ≡ A2∞ ).
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Рис. 6: до конфiгурацiї Дезарга, коли двi вiдповiднi вершини дезаргових трикутникiв
є невласними точками

Вказiвки до одного з можливих способiв розв’язання.
1) Задамо на площинi R2 невласнi точки A1 ≡ A1∞ i A2 ≡ A2∞ дезаргових
трикутникiв A1∞B1C1 i A2∞B2C2 за допомогою власних непаралельних пря-
мих a та d вiдповiдно. Оскiльки дезаргова точка S є iнцидентною до прямої
(A1∞A2∞) , то S є невласною точкою S∞ . Бiльше того, власнi прямi l та
m , що є iнцидентними до двох iнших пар вiдповiдних вершин дезаргових
трикутникiв, є паралельними.
2) Оберемо на площинi R2 пряму u , яка не є паралельною до прямих a i
d , та такi точки B1 i C1 , що пряма (B1C1) не є паралельною до жодної з
прямих u , a , d .
3) Проведемо через точки B1 i C1 прямi a1 i a2 паралельно до прямої a .
Оскiльки u не є паралельною до прямих (B1C1) та a , то позначимо точки
перетину зазначених нижче пар прямих наступним чином: A0 = (B1C1)∩ u ,
C0 = a1 ∩ u , B0 = a2 ∩ u .
4) Проведемо через точки C0 i B0 прямi d1 ≡ (A2∞C0) i d2 ≡ (A2∞B0)
паралельно до прямої d . Тодi точки B2 i C2 належать (є iнцидентними)
прямим d1 i d2 вiдповiдно.
5) Оберемо на прямiй d1 ≡ (A2∞C0) точку B2 , яка не спiвпадає з точкою
C0 та не належить (B1C1) . Оскiльки d1||d2 , то пряма (A0B2) перетинає
пряму d2 у шуканiй точцi C2 .

{A1∞B1C1;A2∞B2C2; u ≡ (A0B0C0)} — шукана конфiгурацiя.
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3. Про «вiдновлення» елементiв дезаргової конфiгурацiї
Добре вiдомо (напр. [17], [9]), що конфiгурацiя Дезарга (всi точки якої є

власними точками) має наступнi властивостi:
10 . Якщо будь-яку з 10 точок конфiгурацiї Дезарга обрати за дезаргову
точку (центр Дезарга), то (у цiй конфiгурацiї) однозначно визначаються
дезарговi трикутники i дезаргова пряма (вiсь Дезарга).
20 . Якщо будь-яку з 10 прямих конфiгурацiї Дезарга обрати за дезарго-
ву пряму (вiсь Дезарга), то (у цiй конфiгурацiї) однозначно визначаються
дезарговi трикутники i дезаргова точка (центр Дезарга).

Слiд також вiдзначити, що М.I. Кованцов розробив декiлька правил-схем,
за допомогою яких можна знаходити всi елементи дезаргової конфiгурацiї,
якщо задано деякi з них (напр. [9], С. 107–108 або ж [16], С. 63–65).

Не важко перевiрити, що для конфiгурацiї Дезарга на площинi, всi точ-
ки якої є власними точками, iснує точно 20 тривершинникiв, вершинами i
сторонами яких є точки i прямi такої конфiгурацiї. Бiльше того, має мiсце й
наступна маловiдома властивiсть конфiгурацiї Дезарга (напр. [5], C. 45–46)
30 . Якщо будь-який з 20 тривершинникiв, вершинами i сторонами якого є
точки i прямi конфiгурацiї Дезарга, обрати за дезарговий трикутник, то (у
цiй конфiгурацiї) однозначно визначаються другий дезарговий трикутник,
дезаргова пряма (вiсь Дезарга) i дезаргова точка (центр Дезарга).

З урахуванням зазначеного, можна видiлити наступнi ключовi задачi на
вiдновлення елементiв дезаргової конфiгурацiї, в якiй кожна точка є власною.
Задача 8. Беручи довiльну точку (будь-яку з 10) конфiгурацiї Дезарга за
дезаргову точку S , знайти (у цiй конфiгурацiї) дезарговi трикутники
A1B1C1 i A2B2C2 (вершини яких є точками конфiгурацiї) та пряму u (з
числа 10 прямих конфiгурацiї), для яких ця конфiгурацiя буде конфiгурацiєю
Дезарга з центром S та вiссю u .

Задача 9. Беручи довiльну пряму (будь-яку з 10) конфiгурацiї Дезарга за
дезаргову пряму u , знайти (у цiй конфiгурацiї) дезарговi трикутники
A1B1C1 i A2B2C2 (вершини яких є точками конфiгурацiї) та точку S (з
числа 10 точок конфiгурацiї), для яких ця конфiгурацiя буде конфiгурацiєю
Дезарга з вiссю u та центром S .

Задача 10. Беручи довiльний тривершинник (будь-який з 20), вершинами
i сторонами якого є точки i прямi конфiгурацiї Дезарга, за дезарговий три-
кутник A1B1C1 , знайти (у цiй конфiгурацiї) другий дезарговий трикутник
A2B2C2 (вершини якого є точками конфiгурацiї), дезаргову пряму u та де-
заргову точку S (з числа 10 прямих i 10 точок конфiгурацiї), для яких ця
конфiгурацiя буде конфiгурацiєю Дезарга з вiссю u та центром S .
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Рис. 7: до задач 8 , 9 i 10 — вiдповiднi дезарговi трикутники, центр та пряма

На рис. 7 в явному виглядi наведено вiдповiднi розв’язки задач 8 , 9 та
10 — «результати вiдновленя» вiдповiдних невiдомих елементiв фiксованої
дезаргової конфiгурацiї {A1B1C1;A2B2C2;S, u ≡ (A0B0C0)} (з урахуванням
позначень на рис. 1 ) для випадкiв коли:
1) в якостi дезаргової точки обрано точки S,A1, B1, C1, A0, C0, B0, A2, B2, C2

— конфiгурацiї 1), . . . , 10) вiдповiдно на рис. 7 ;
2) в якостi дезаргової прямої обрано прямi (A0C0B0) , (A0B2C2) , (A2C2B0) ,
(A2B2C0) , (SA1A2) , (SC1C2) , (SB1B2) , (A0B2C2) , (A1C1B0) , (A1B1C0) —
конфiгурацiї 1), . . . , 10) вiдповiдно на рис. 7 ;
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3) в якостi дезаргового трикутника обрано трикутники A1B1C1 (або ж
A2B2C2 ), SB1C1 (або ж A2C0B0 ), SA1C1 (або ж B2C0A0 ), SA1B1 (або
ж C2B0A0 ), B1B2C0 (або ж C1B0C2 ), B1A0B2 (або ж A1B0A2 ), C1A0C2

(або ж A1C0A2 ), A1C0B0 (або ж SB2C2 ), SA2C2 (або ж B1C0A0 ), SA2B2

(або ж C1B0A0 ) — конфiгурацiї 1), . . . , 10) вiдповiдно на рис. 7 .

Зауваження 6. Вiдсутнiсть позначень для вершин дезаргових трикутни-
кiв та точок (на дезарговiй прямiй) перетину вiдповiдних сторiн на рис. 7
не є випадковою. Бо основний акцент в задачах 8 , 9 i 10 , як iлюстрацiй
до вiдповiдних властивостей 10 –30 , було зроблено на вiдшуканнi невiдомих
елементiв (конфiгурацiї) як геометричних фiгур, якi з точнiстю до перепо-
значень або при вiдсутностi позначень взагалi, визначаються однозначно.

Крiм того, з досвiду самостiйної роботи студентiв над задачами 8 , 9 i 10 з
однаковою умовою (конфiгурацiєю та одним з її дезаргових елементiв: точки,
прямої або ж трикутника), слiд вiдзначити, що вiдмiннiсть у вiдновленнях
позначень для точок конфiгурацiї не раз ставала приводом для дискусiй щодо
«правильностi» знайденого розв’язку.

З урахуванням зазначеного, автори переконанi в тому, що вкрай важли-
вими є й задачi на вiдновлення позначень для фiксованої конфiгурацiї
Дезарга (всi точки якої є власними) за умов фiксацiї позначень одного з її
елементiв: дезаргової точки, дезаргової прямої або ж дезаргового трикутни-
ка. З урахуванням властивостей 10 –30 , коректнiсть постановки зазначеного
типу задач не викликає сумнiвiв, а самi задачi (за своєю суттю) є уточненням
задач 8 , 9 i 10 шляхом їх доповнення завданням комбiнаторного характеру:
«Скiльки розв’язкiв має задача з урахуванням можливих позначень?».

Як з’ясувалося, кожна iз таких задач, з урахуванням можливих позна-
чень, має точно 12 рiзних розв’язкiв — рис. 8. Пояснимо останнє:
1) центр Дезарга визначається однозначно, тому його буде позначено як S ;
2) оскiльки дезаргова пряма визначається однозначно, а точки на нiй слiд
позначати через A0 , B0 i C0 , то iснує 3! = 6 способiв для позначення точок
на осi Дезарга;
3) оскiльки дезарговi трикутники визначається однозначно, то їх вершини
слiд позначати через A1B1C1 , A2B2C2 або ж навпаки; крiм того, оскiльки
точки конфiгурацiї на дезарговiй осi вже позначено через A0 , B0 i C0 , то
iндекси вершин AiBiCi кожного з трикутникiв визначаються однозначно, бо
A0 ∈ (BiCi) , B0 ∈ (AiCi) та C0 ∈ (AiBi) ; тобто iснує лише 2 способи для по-
значення вершин дезаргових трикутникiв (з точнiстю до замiни їх iндексiв).

Отже, iснує лише 12 способiв для вiдновлення позначень на дезарговiй
конфiгурацiї з фiксованим дезарговим елементом.
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Рис. 8: всi з 12 можливих позначень точок певної конфiгурацiї Дезарга з фiксованим
дезарговим елементом (точкою / прямою / трикутником)

4. Теореми Дезарга в термiнах евклiдової геометрiї
Маємо своїм приємним обов’язком вiдзначити, що в пiдручнику з геомет-

рiї (профiльний рiвень) для 10 класу ( [10], С. 33–35) автори звертають увагу
на значеннi просторової теореми Дезарга для побудови зображень перерiзiв
многогранникiв та знайомлять учнiв з формулюванням теореми Дезарга в
термiнах проективної геометрiї.
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I хоча формулювання зазначеної теореми в термiнах проективної геомет-
рiї є яскравим прикладом одночасної лаконiчностi та змiстовної ємностi в ма-
тематицi, проте, оскiльки учням не є знайомими поняття невласних елемен-
тiв розширеної евклiдової площини, то при ознайомленнi учнiв (та студентiв
педагогiчних спецiальностей — майбутнiх вчителiв математики) з теоремою
Дезарга важливо наголосити на тому, що в термiнах (евклiдової геометрiї)
шкiльного курсу геометрiї, ця теорема мiстить шiсть випадкiв-тверджень,
якi можна викласти, наприклад, наступним чином
Пряма теорема Дезарга. Нехай дано △ A1B1C1 та △ A2B2C2 . ...
Теорема 1.1. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, перетинаються в однiй точцi та жодна з пар прямих, якi
мiстять вiдповiднi сторони трикутникiв не є паралельними, то точки їх
перетину належать однiй прямiй. Тобто, якщо
(A1A2)∩ (B1B2)∩ (C1C2) = S ; A0 = (B1C1)∩ (B2C2) , B0 = (A1C1)∩ (A2C2) ,
C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , то A0 ∈ (B0C0) — рис. 9 a) .
Теорема 1.2. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, є попарно паралельними та жодна з пар прямих, якi мiс-
тять вiдповiднi сторони трикутникiв не є паралельними, то точки їх
перетину належать однiй прямiй. Тобто, якщо
(A1A2)||(B1B2) , (B1B2)||(C1C2) , (C1C2)||(A1A2) ; A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) ,
B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , то A0 ∈ (B0C0) — рис. 9 b) .
Теорема 1.3. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, перетинаються в однiй точцi та лише двi з вiдповiдних сто-
рiн трикутникiв є паралельними, то пряма, що проходить через точки
перетину двох iнших пар прямих (якi мiстять вiдповiднi сторони три-
кутникiв), є паралельною до кожної з паралельних сторiн трикутникiв.
Тобто, якщо
(A1A2)∩ (B1B2)∩ (C1C2) = S ; A0 = (B1C1)∩ (B2C2) , C0 = (A1B1)∩ (A2B2) ,
(A1C1)||(A2C2) , то (A0C0)||(A1C1) i (A0C0)||(A2C2) — рис. 9 c) .
Теорема 1.4. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, є попарно паралельними та лише двi з вiдповiдних сторiн
трикутникiв є паралельними, то пряма, що проходить через точки пере-
тину двох iнших пар прямих (якi мiстять вiдповiднi сторони трикутни-
кiв), є паралельною до кожної з паралельних сторiн трикутникiв.
Тобто, якщо
(A1A2)||(B1B2) , (B1B2)||(C1C2) , (C1C2)||(A1A2) ;
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , (A1C1)||(A2C2) , то
(A0C0)||(A1C1) i (A0C0)||(A2C2) — рис. 9 d) .
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Теорема 1.5. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi верши-
ни трикутникiв, перетинаються в однiй точцi та двi сторони одного з
трикутникiв є попарно паралельними до двох вiдповiдних сторiн другого
трикутника, то й третi вiдповiднi сторони трикутникiв є паралельними.
Тобто, якщо (A1A2)∩ (B1B2)∩ (C1C2) = S ; (A1B1)||(A2B2) , (A1C1)||(A2C2) ,
то (B1C1)||(B2C2) — рис. 9 e) .
Теорема 1.6. Якщо три прямi, що проходять через вiдповiднi вершини
трикутникiв, є попарно паралельними та двi сторони одного з трикутни-
кiв є попарно паралельними до двох вiдповiдних сторiн другого трикутника,
то й третi вiдповiднi сторони трикутникiв є паралельними.
Тобто, якщо (A1A2)||(B1B2) , (B1B2)||(C1C2) , (C1C2)||(A1A2) ;
(A1B1)||(A2B2) , (A1C1)||(A2C2) , то (B1C1)||(B2C2) — рис. 9 f) .
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Рис. 9: до частинних випадкiв прямої та оберненої теорем Дезарга
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Традицiйно, в бiльшостi iснуючих пiдручникiв, посiбникiв та збiрниках
задач, частиннi випадки та оберненi твердження (пов’язанi з теоремою Де-
зарга) в термiнах евклiдової геометрiї пропонують читачевi сформулювати
самостiйно. Не можна не погодитися з важливiстю самостiйного виконання
зазначеного типу задач та переоцiнити їх значення в контекстi формуван-
ня вiдповiдних компетентностей. Проте автори вважають своїм обов’язком,
принаймнi задля цiлiсностi викладу матерiалу та спроби забезпечення на-
лежного рiвня сформованостi вiдповiдних результатiв навчання у студентiв,
навести формулювання (в термiнах евклiдової геометрiї) частинних випадкiв-
тверджень для оберненої теореми Дезарга.
Обернена теорема Дезарга. Нехай дано △ A1B1C1 та △ A2B2C2 . ...
Теорема 2.1. Якщо три точки перетину прямих, що мiстять вiдповiднi
сторони трикутникiв, належать однiй прямiй та двi прямi, якi проходять
через вiдповiднi вершини трикутникiв не є паралельними (перетинаються
в певнiй точцi), то пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних
вершин трикутникiв, проходить через зазначену точку.

Тобто, якщо
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) i
A0 ∈ (B0C0) , то (A1A2) ∩ (B1B2) ∩ (C1C2) = S — рис. 9 a) .
Теорема 2.2. Якщо три точки перетину прямих, що мiстять вiдповiднi
сторони трикутникiв, належать однiй прямiй та двi прямi, якi проходять
через вiдповiднi вершини трикутникiв є паралельними, то пряма, яка про-
ходить через третю пару вiдповiдних вершин трикутникiв, є паралельною
до кожної iз останнiх зазначених паралельних прямих.

Тобто, якщо
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , B0 = (A1C1) ∩ (A2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) ,
A0 ∈ (B0C0) , (A1A2)||(B1B2) , то (C1C2)||(A1A2) , (C1C2)||(B1B2) — рис. 9 b) .
Теорема 2.3. Якщо лише двi з вiдповiдних сторiн трикутникiв є па-
ралельними, а пряма, яка проходить через точки перетину прямих, що
мiстять iншi вiдповiднi сторони трикутникiв, є паралельною до кожної
з паралельних сторiн трикутникiв та двi прямi, якi проходять через вiд-
повiднi вершини трикутникiв не є паралельними (перетинаються в певнiй
точцi), то пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних вершин
трикутникiв, проходить через зазначену точку.

Тобто, якщо
A0 = (B1C1) ∩ (B2C2) , C0 = (A1B1) ∩ (A2B2) , (A1C1)||(A2C2) ,
(A0C0)||(A1C1) , (A0C0) ∥ (A2C2) та (A1A2) ∦ (B1B2) , то
(A1A2) ∩ (B1B2) ∩ (C1C2) = S — рис. 9 c) .
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Теорема 2.4. Якщо лише двi з вiдповiдних сторiн трикутникiв є
паралельними, а пряма, яка проходить через точки перетину вiдповiдних
прямих трикутникiв (що мiстять iншi вiдповiднi сторони трикутникiв),
є паралельною до кожної з паралельних сторiн трикутникiв та двi прямi,
якi проходять через вiдповiднi вершини трикутникiв, є паралельними, то
пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних вершин трикутникiв,
є паралельною до кожної iз останнiх зазначених паралельних прямих.

Тобто, якщо A0 = (B1C1)∩(B2C2), C0 = (A1B1)∩(A2B2), (A1C1)||(A2C2) ,
(A0C0)||(A1C1) , (A0C0)||(A2C2) та (A1A2)||(B1B2) , то
(C1C2)||(A1A2) , (C1C2)||(B1B2) — рис. 9 d) .
Теорема 2.5. Якщо кожна пара прямих, що мiстять вiдповiднi сторони
трикутникiв, є паралельними та двi прямi, якi проходять через вiдповiднi
вершини трикутникiв не є паралельними (перетинаються в певнiй точцi),
то пряма, яка проходить через третю пару вiдповiдних вершин трикутни-
кiв, проходить через зазначену точку.

Тобто, якщо
(B1C1)||(B2C2) , (A1C1)||(A2C2) , (A1B1)||(A2B2) i (A1A2) ∦ (B1B2) , то
(A1A2) ∩ (B1B2) ∩ (C1C2) = S — рис. 9 e) .
Теорема 2.6. Якщо кожна пара прямих, що мiстять вiдповiднi сторони
трикутникiв, є паралельними та двi прямi, якi проходять через вiдповiд-
нi вершини трикутникiв, є паралельними, то пряма, яка проходить через
третю пару вiдповiдних вершин трикутникiв, є паралельною до кожної iз
останнiх зазначених паралельних прямих.

Тобто, якщо
(B1C1)||(B2C2) , (A1C1)||(A2C2) , (A1B1)||(A2B2) i (A1A2)||(B1B2) , то
(C1C2)||(A1A2) , (C1C2)||(B1B2) — рис. 9 f) .

Зауваження 7. Очевидно, що наведену низку тверджень доцiльно
використовувати (принаймнi пiд час первинних уявлень та умовиводiв)
в якостi вiдповiдних ознак: «приналежностi трьох точок однiй прямiй»,
«перетину трьох прямих в однiй точцi», «паралельностi прямих» тощо.
Зауваження 8. Наведена низка частинних випадкiв прямої та оберненої
теорем Дезарга на площинi в термiнах евклiдової геометрiї аж нiяк не
претендує на оригiнальнiсть. З iншими пiдходами до формулювань цих
тверджень можна ознайомитися, наприклад, в [11], C. 44; [12], C. 26.
Основна ж мета наведених тверджень — цiлiснiсть та повнота мате-
рiалу, одним з основних призначень якого є iдейна основа для можливих
їх застосувань до розв’язання широкого кола задач на побудову, зокрема з
недосяжними точками.
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Прикiнцевi зауваження
Добре вiдомо (напр. [3], C. 169-170; [13], С. 199–201; [17], С. 98–101), що

один з традицiйних пiдходiв до доведення прямої та оберненої теорем Дезарга
полягає у наступному: спочатку доводяться «просторовi варiанти» (коли три-
вершинники належать рiзним непаралельним площинам) прямої та оберненої
теорем Дезарга; потiм на пiдставi «просторових варiантiв» та шляхом розгля-
ду допомiжної площини доводяться пряма та обернена теореми Дезарга на
площинi. Як зазначається в [14], особливiстю способу доведення просторового
варiанту теореми Дезарга є наступне: «Доказательство, получается только
из внимательного рассмотрения чертежа и установления определенных,
следующих из этого выводов. Теорема Дезарга прекрасно иллюстрирует
мысль о том, что значит и как важно уметь смотреть на чертеж и
видеть по возможности все то, что на нем изображено. . . .Следует еще
отметить, что все доказательство не выходит за пределы совершенно эле-
ментарных соображений, доступных всем изучающим стереометрию.»

Слiд також вiдзначити, що «просторовий варiант» теореми Дезарга є
узагальненням добре вiдомого твердження зi шкiльного курсу стереометрiї:
«Якщо трикутну пiрамiду з основою ABC перетнути (сiчною) площиною γ
паралельно до площини (ABC) , то в перерiзi одержимо △ A′B′C ′ , подiбний
до △ ABC та гомотетичний до нього» (бiльш детально — в [14], С. 46–47).

Крiм того, «просторовий варiант» теореми Дезарга є однiєю з найважли-
вiших теорем нарисної геометрiї, на її основi розв’язується широке коло задач
проекцiйного креслення та на побудову зображень в стереометрiї.

Особливо цiкавими є дослiдження Д. Гiльберта [4] щодо ролi теореми
Дезарга для побудови систем аксiом проективної площини та проективного
простору (напр. [5], С. 276–280; [16], С. 56). Проте мусимо вiдзначити, що
М.I. Кованцов (в [9], С. 109) звертає увагу на те, що така роль має випадко-
вий характер, бо при побудовi проективної геометрiї на iншiй системi аксiом
(наприклад, коли в основу покладено систему аксiом лiнiйного простору) ця
роль може й не виявитись.
Висновки

Таким чином в представленiй статтi:
— виокремлено низку властивостей конфiгурацiї Дезарга з невласними еле-
ментами на розширенiй евклiдовiй площинi;
— наведено алгоритми (можливi способи) розв’язання до п’яти найбiльш
типових задач на побудову конфiгурацiї Дезарга з невласними елементами
(за винятком першої з них) за принципом мiнiмальностi числа невласних її
елементiв;
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— для кожної з трьох ключових задач на вiдновлення елементiв конфiгура-
цiї Дезарга (10 точок якої є власними) в явному виглядi наведено їх розв’язки;
— за умов фiксацiї лiтер алфавiту та наборiв вiдповiдних iндексiв, наведено
всi дванадцять з можливих розв’язкiв кожної iз зазначених вище задач (всiх
можливих позначень точок певної конфiгурацiї Дезарга за умов обрання-
фiксацiї дезаргової точки, прямої або ж трикутника);
— наведено формулювання (в певному сенсi всiх) частинних випадкiв пря-
мої та оберненої теорем Дезарга на площинi в термiнах евклiдової геометрiї.

На думку авторiв цiлком досяжними є дослiдження та систематичний
виклад випадкiв, коли у дезаргових трикутникiв спiвпадають вершини або
сторони. А, з урахуванням результатiв роботи [8] та розгалуженостi можли-
вих випадкiв (на пiдставi довiльностi вибору певних точок та/або прямих),
цiкавим також здається як сам алгоритм, так i його програмна реалiзацiя
для побудови конфiгурацiї Дезарга на площинi.
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О.А. Kadubovskyi, O.V. Sokolova, A.O. Shulgina
Donbas State Pedagogical University, Sloviansk, Ukraine.

On problems for the Desargues configuration with improper
elements and related issues

This article covers didactic and methodological aspects of studying Desargues
configuration (in particular with improper elements) on the plane.

The authors have identified a number of properties of the Desargues confi-
guration with improper elements on the extended Euclidean plane. Algori-
thms (possible methods) for solving up to five of the most typical problems
for constructing the Desargues configuration with improper elements (with the
exception of the first one) are given according to the principle of the minimum
number of improper elements. For each of the three key problems for restoring
elements of the Desargues configuration (all 10 points of which are proper) soluti-
ons are explicitly given; under the conditions of fixing the letters of the alphabet
and sets of corresponding indices, all twelve possible solutions to each of the
above problems are given (possible designations of points of a certain Desargues
configuration, provided that a Desargues centre, a Desargues axis, or a Desargues
triangle is chosen).

In addition, the authors give formulations (in some sense, of all) special cases
of direct and inverse Desargues theorems on the plane in terms of Euclidean
geometry.

Keywords: projective plane, Desargues theorem on the plane, Desargues
configuration on the plane, improper elements.
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