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НЕРІВНОСТІ ТИПУ ЧЕБИШЕВА ДЛЯ ІНТЕГРАЛІВ  
ПО НЕОБМЕЖЕНИХ ПРОМІЖКАХ 

 
В роботі доведено нерівності типу Чебишева для рядів та інтегралів по необмежених 
проміжках інтегрування. 
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Вступ 

Нехай  , : ,f g a b   – інтегровані функції, що не зростають (або не 
спадають). Нехай, також,   0: ,p a b   – інтегрована функція. Тоді (див., 
наприклад, [1, Chap. IX])  
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a

p x f x g x dx       (1) 

         
1b b b
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p x f x dx p x g x dx p x dx


 
  

 
   . 

Якщо одна з функцій f  або g  не зростає, а інша – не спадає, то 
справджується протилежна нерівність, тобто  

     
b

a

p x f x g x dx       (2) 

         
1b b b

a a a

p x f x dx p x g x dx p x dx


 
  

 
   . 

 
Нерівності вигляду (1) і (2) отримали називу нерівності Чебишева. Ці 

нерівності були встановлені П.Л. Чебишевим [2, 3] і постійно привертали 
увагу дослідників. Тому, відомо багато різноманітних доведень та 
узагальнень нерівностей вигляду (1) і (2). Зокрема, з цими результатами 
можна ознайомитись в монографії [1, Ch. IX], де наведено дуже детальний 
історичний і хронологічний огляд розвитку досліджень нерівностей типу 
Чебишева та суміжних питань (див., також, [4, 5]). 
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1. Основні поняття та попередні відомості 
В роботі [6] дослідження нерівностей типу Чебишева були розвинені в 

такому напрямку: знайдено необхідні та достатні умови на функції  
  0: ,g a b   і  : ,p a b   щоб для довільної монотонної функції 
  0: ,f a b   виконувались співвідношення  

1/
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p x f x g x dx p x g x dx
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  (4) 

де r  – довільне фіксоване додатне число. 
В продовження досліджень нерівностей типу (1) – (4), в роботі [7] було 

одержано таке твердження. 
Теорема 1. Нехай   0: ,g a b   та  : ,p a b   – інтегровані функції, такі 
що добуток c також є інтегрованою на [ , ]a b  функцією. Нехай, далі 

  0: ,f a b   – незростаюча функція. 
Тоді для довільної опуклої вниз функції  : 0,M    такої, що 

 0 0M  , справджується наступна нерівність:  

 ( ) ( ) ( )
b

a

p x g x M f x dx 
( , ]

( ) ( )
( ) ( )sup

( )

b
s

a
s

s a b a
a

p x f x dx
M p x g x dx

p x dx

  
        





, (5) 

а для довільної опуклої вгору функції  : 0,M    такої, що  0 0M  , 
справджується наступна нерівність:  

 ( ) ( ) ( )
b

a

p x g x M f x dx  ( , ]

( ) ( )
( ) ( )inf

( )

b
s

a
s

s a b a
a

p x f x dx
M p x g x dx
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. (6) 

Якщо в нерівностях (5) i (6) покласти  M t t , то отримаємо класичні 
нерівності Чебишева (1) i (2) відповідно. 

В роботі [7] було зазначено, що аналогічне до теореми 1 твердження 
також буде мати місце і у випадку, коли b   , а саме. 
Теорема 2. Нехай   0: ,g a    та  : ,p a    – інтегровані функції 
такі, що добуток  : ,p a b   також є інтегрованою на [ , ]a   функцією. 
Нехай, також,   0: ,f a    – незростаюча функція. 
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Тоді для довільної опуклої вниз функції  : 0,M    такої, що 
 0 0M  , виконується нерівність 

 ( ) ( ) ( )
a

p x g x M f x dx



( , )
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, (7) 

а для довільної опуклої вгору функції  : 0,M    такої, що  0 0M  , 
справджується наступна нерівність:  

 ( ) ( ) ( )
a

p x g x M f x dx


 ( , )

( ) ( )
( ) ( )inf

( )

s
a

s
s a a

a

p x f x dx
M p x g x dx
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. (8) 

При цьому відповідне доведення не було наведено. 
 

2. Основна частина 
Основним результатом роботи є проведення повного доведення 

теореми 2. При цьому будемо використовувати міркування, що 
застосовувались при доведенні відповідного твердження з роботи [7]. 

Доведення теореми 2 спирається на наступну лему.  
Лема 1. Нехай   1k k

a a 


 ,   1k k

b b 


  та   1k k

p p 


  послідовності 

невід’ємних чисел таких, що 1 2a a  , > 0kp  і ряд 
1

k k
k

p b



  збігається. 

Тоді для довільної опуклої вниз функції  : 0,M    такої, що 
 0 0M  , виконується наступна нерівність  

1

1 1

1

( ) sup
k k s

k
k k k k ks

sk k
k

k

p a
p b M a M p b

p






 



  
      

      


 


,    7'  

і для довільної опуклої вгору функції  : 0,M    такої, що  0 0M  , 
виконується наступна нерівність  

1

1 1

1

( ) inf
k k s

k
k k k k ks

sk k
k

k

p a
p b M a M p b

p






 



  
      

      


 


.    8'  

 
Доведення леми. Розглянемо випадок, коли функція M  є опуклою 

вниз (доведення у випадку, коли M  – опукла вгору цілком аналогічне). Для 
доведення будемо використовувати метод математичної індукції по ,m  де 
m  – кількість доданків в сумах з нерівності (7 ').  
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Покажемо що для довільної опуклої вниз функції  : 0,M    такої, 
що  0 0M  , виконується нерівність (7 '). 

Якщо 1m  , то нерівність (7 ') є тривіальною. 
Розглянемо випадок двох доданків 2m  . Покладемо при =1,2,k   

1
1 1 2 2 0 1 1, , , ,k k k k kc p a p a x p a p b p        (9) 

і розглянемо на інтервалі [0, ]c  функцію  
   1 1 2 2( ) ( ) .h x M x M c x         (10) 

Внаслідок опуклості функції ( )M t , функція ( )h x  теж є опуклою вниз на 
відрізку [0, ].c  Звідси випливає, що дана функція досягає свого найбільшого 
на відрізку 1 2[ ; ] [0; ]x x c  значення на одному із кінців цього відрізка. Тому  

 1 2 1 2( ) max ( ), ( ) [ , ].h x h x h x x x x     (11) 

Покладаючи   1
1 2 1 2:x c      та 2 :x c , робимо висновок, що число 0x  

(внаслідок монотонності послідовності a ) належить проміжку 1 2[ ; ]x x . 
Отже, з огляду на співвідношення (9) – (11) і рівність  0 0M  , 

отримуємо  

  
2

0 1 2
1

( ) ( ) max ( ), ( )k k k
k

p b M a h x h x h x


    

  1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1

1 2 1

max , .p a p a p a p aM p b p b M p b
p p p

                
 

Отже, у випадку двох доданків ( 2m  ) нерівність (7 ') справджується. 
 
Зараз припустимо, що при 1 1m n   , твердження леми є правильним. 

Покажемо, що для m n , воно також виконується. Скористаємося 
позначеннями (9) і розглянемо на проміжку [0, ]c  функцію ( )h x  вигляду (10). 
Покладаючи   1

1 2 1 2:x c      та 2 3 2: /x c a   , робимо висновок, що число 0x  
(внаслідок монотонності послідовності a ) належить проміжку 1 2[ ; ]x x . Тому, 
з огляду на співвідношення (9)–(11) одержуємо  

 0 1 2
1 3 3

( ) ( ) ( ) max ( ), ( ) ( ).
n n n

k k k k k k k k k
k k k

p b M a h x p b M a h x h x p b M a
  

       (12) 

Далі, у випадку, якщо    1 2h x h x , покладемо  
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Тоді внаслідок співвідношення (12), робимо висновок, що має місце оцінка  

   
1

1 1

m m

k k k k k k
k k

p b M a p b M a


 

    .   (15) 

У випадку, коли    1 2<h x h x , співвідношення (15) виконується для 
послідовностей a , b  та p  вигляду  

1
'

2 3

1

, 1,
, 2,

, 3, 1;
k

k

p k
p p p k
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' 1
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b k
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1
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k

p a p a p a p k
a
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Сума в правій частині (15) містить 1n   доданок. До того ж, в обох 

випадках послідовності 'a , 'b  та 'p , задовольняють умови нашого 
припущення. Тому, беручи до уваги співвідношення (13) – (18), отримуємо 
необхідну оцінку (7 '):  
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1
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Враховуючи довільність ,n  а також збіжність ряду 
1

k k
k

p b



 , остаточно 

отримуємо  
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1 1
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. 

Лему доведено. 
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Перейдемо тепер до доведення теореми і розглянемо випадок, коли 
функція M  є опуклою вниз (доведення у випадку, коли M  — опукла вгору 
цілком аналогічне). Спочатку переконаємося в справедливості нерівності (7) 
для довільної функції f  такої, що для деякого m   

  1( ) , , , 1,2, ,k k kf x a x l l k     
де 1 2> > 0a a   і 0 1 2< < <a l l l  . 
 

При кожному 1,2, ,k    покладемо  
1

1 1 1

( ) , ( ) ( ) ( ) .
l l lk k k

k k
l l lk k k

p p x dx b p x g x dx p x dx



  

 
  
 
 

    

 

Тоді, внаслідок леми 1, одержуємо (7):  
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( , )

( ) ( )
( ) ( ) .sup
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a

s
s a a
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p x f x dx
M p x g x dx

p x dx



 

  
         





 

 

Отримаємо нарешті нерівність (7) в загальному випадку. Спочатку 
зауважимо, якщо функції M  і f  задовольняють умови теореми 2, то існує 
число  0 0= ,n n M f   таке, що при кожному 0>n n  і для всіх [ ; )x a  , 
виконується нерівність  

 ( ) <M f x n . 
Для кожного 0>n n , розглянемо систему точок ( ) ( )

0 1< <n nl l  , що 
визначаються наступним чином: покладаємо ( )

0 :nl a  і при кожному k  
визначимо величину ( )n

kl  як найбільше додатне число таке, що ( ) ( )
1>n n

k kl l   і для 
всіх ( ) ( )

1;
n n

k kx l l  виконується наступне співвідношення:  

     ( )
1

1( )n
kM f l M f x

n   . 
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Внаслідок умов на функції M  та f , така система точок завжди існує. 
 

Далі, розглянемо функцію ( )n nf f x  таку, що  
 ( ) ( )

1( )
( ) ( ), ; , 1,2, .lim n n

n k knt lk

f x f t x l l k
 

      (19) 

Бачимо, що нерівність  

    1( ) ( )nM f x M f x
n

  , 

справджується для всіх 0>n n  i [ , )x a  . Завдяки інтегрованості на [ , ]a   
добутку ( ) ( )p x g x , величини  

    ( ) ( ) ( ) ( )  n
a

p x g x M f x M f x dx


    

збігаються до нуля при n  . Крім цього, при кожному 0>n n , функція 
( )nf x  на [ , )a   не зростає і задовольняє умови твердження, для якого 

справедливість нерівності (7) вже доведено. 
 

Тому, враховуючи (19) і неперервність функції ,M  робимо висновок, 
що для довільного > 0  при всіх достатньо великих n  ( 1> ( )n n  ),  

    ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( )n
a a

p x g x M f x dx p x g x M f x dx
 

   

     ( ) ( ) ( ) ( )n
a

p x g x M f x M f x dx


    

 
( ; )

( ) ( )
( ) ( )sup

2( )

sna
s as a

a

p x f x dx
M p x g x dx

p x dx




 

  
          





 

 
( ; )

( ) ( )
( ) ( ) .sup

( )

s
a

s as a
a

p x f x dx
M p x g x dx

p x dx




 

  
         





 

Отже, співвідношення (5) дійсно виконується.  
Теорему доведено. 
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