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АПРОКСИМАЦІЙНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ДІАГОНАЛЬНИХ 
ОПЕРАТОРІВ У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ ОРЛИЧА 

 
В роботі досліджено апроксимаційні характеристики діагональних операторів у вагових 
просторах послідовностей Орлича ,Ml  . Зокрема, знайдено точні значення величин 
найкращих наближень та базисного поперечника деяких множин образів діагональних 
операторів у цих просторах. 
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Вступ 

Нехай ( )M t , 0t  , — довільна функція Орлича, тобто, неспадна опукла 
вниз функція така, що (0) = 0M  і ( )M t   при t  . Нехай, далі 

=1= { }k k    – послідовність невідємних чисел. Ваговим простором Орлича 
,Ml   [6], що визначається даною функцією ( )M t , називають лінійний простір 

всіх послідовностей =1= { }k kx x  дійсних чисел, для яких  

 
=1

( ) < .k k
k

M x


  

Простір ,Ml   є банаховим з нормою  

 
,

=1

:= inf{ > 0 : (| | / ) 1}.l k kM
k

M x


  


x   (1) 

 
Кажуть, що функція Орлича ( )M t  задовольняє 2 -умову, якщо існує 

стала > 0C  така, що при всіх 0t   справджується нерівність (2 ) ( )M t CM t . 
Зазначимо, що у випадку, коли функція ( ) = pM t t , 1p  , 

= 1, =1,2, ,k k   простори ,Ml   співпадають зі звичайними просторами pl  з 
нормою  

 1/

=1

= ( | | ) ,p p
l kp

k

x x


   (2) 
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 якщо ж функція ( )M t  задовольняє 2 -умову, = 1, =1,2, ,k k   то як 
показано в [7, твердження 1], має місце рівність  

 ,1 =1
=1

:= = { = { } : (| | / ) < > 0},M M k k k
k

l l x x M x  


    (3) 

 при цьому система векторів ( )
=1= { }i

i k ke e  , де  

 ( ) 0, = ,
=

1, = ,
i

k

k i
e

k i




 

є базисом у цьому просторі. 
Зрозуміло, що якщо функція ( )M t  задовольняє 2 -умову i =1= { }k k    – 

послідовність невідємних чисел, то справджується рівність  

 , =1
=1

= { = { } : (| | / ) < > 0}.M k k k k
k

l x x M x   


    (4) 

 
У родальшому будемо вважати, що =1= { }k k    – послідовність 

невідємних чисел, яка задовольняє нерівності  
 1 , =1,2, .k k   (5) 

 
Простори Ml  були введені до розгляду В. Орличем у праці [6] і в 

подальшому досліджувалися багатьма авторами, зокрема, у роботах [7-12]. 
У цій роботі досліджено апроксимаційні властивості діагональних 

операторів у вагових просторах Орлича числових послідовностей. Отримано 
точні значення важливих апроксимаційних характеристик (таких, як 
найкраще наближення, базисний поперечник) множин образів діагональних 
операторів у просторах ,Ml  . Зокрема, отримані результати поширюють 

відповідні твердження доведені для просторів pl  ( d
pl ) в роботах [1-5], а також 

узагальнюють відповідні результати, отримані в роботі [13] на випадок 
вагових просторів Орлича ,Ml  . 
 
Основна частина 

Нехай =1= { }k k    — довільна послідовність додатних чисел, що 
задовольняють умову  

 = 0.lim k
k




 (6) 

 і  
 =1 =1: = { } = { }k k k k kT x T x x x  

— діагональний оператор, заданий на просторі ,Ml  . 
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Нехай також ( )M t  і ( )N t  — дві довільні функції Орлича, ,Ml   та ,Nl   — 
простори Орлича, які відповідають цим функціям, і 

,lM
B


 — одинична куля 

простору ,Ml  . Для будь-якого фіксованого набору n  із n  різних 
натуральних чисел розглянемо величину  

 , , , ,,
,

( : ) = ( ( ), ) = ( , ) :=supM N l N Nn n M nBlM

E T l l E T B l E T l      
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

x
x  

 
 

,
,

:= || ||sup inf ln NaB ilM

T P 





x
x  

найкращого наближення в просторі ,Nl   множини 
,

( )lM
T B


 за допомогою всіх 

можливих n -членних поліномів  
 = ,i in

i n

P a

 e  

що відповідають набору n , ia  — довільні дійсні числа. 
Покажемо, що коли  
 0 < ( ) ( ), [0,1],N t M t t   (7) 

 для послідовності   виконується нерівність (5), а послідовність   
задовольняє умову (6), для довільного 

,lM
B


x  маємо ,NT l x  і отже, 

величини , ,( : )M Nn
E T l l    за таких умов мають зміст. 

Дійсно, поклавши * := max k
k

 


, в такому випадку з врахуванням 

неспадання функцій ( )M t  та ( )N t  для довільного 
,lM

B


x  будемо мати 

| | 1, =1,2, ,kx k   i отже  

 *
=1 =1 =1

| |( ) (| |) (| |)k k
k k k k k

k k k

xN N x M x  
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| |( ) 1.k
k

k lM

xM
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Звідси випливає, що *

,
|| || <lN

T


 x  і ,NT l x . 

 
Теорема 1  Нехай ( )M t  та ( )N t  — довільні функції Орлича, що 
задовольняють співвідношення (7)  і  

 inf{ > 0 : (1/ ) 1} = inf{ > 0 : (1/ ) 1}.M N      (8) 
 Нехай, далі, =1= { }k k    – послідовність невідємних чисел і =1= { }k k    — 
довільна послідовність додатних чисел, для яких виконуються умови (5)  i 
(6)  відповідно. 
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Тоді для довільного набору n  із n  різних натуральних чисел має місце 
рівність  

 , ,( : ) = .maxM N kn k n

E T l l  




  (9) 

  
 

Доведення. Оскільки для довільного ,Nl x , будь-яких > 0  та ia    

 (| | / ) (| | / ) (| | / ),k k i k k k k
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то для довільного ,Nl x   
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Покладемо  
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Для довільного 
,lM

B


x  знаходимо  
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Звідси випливає, що  
 , , *( : ) = .maxM N kkn k n
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 
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 *
* *

* ,

= inf{ > 0 : ( ) 1} = .
|| ||

k
k k

lk N

N



  




e
 

Отже, дійсно справджується рівність (9). 
Теорему доведено. 

 
Зауваження 1 Зазначимо, що співвідношення (8) справджується, зокрема, у 
випадку, коли (1) = (1) = 1M N .  
 

Розглядаючи точні нижні межі в обох частинах рівності (9) по всім 
можливим наборам n  із n  натуральних чисел, робимо висновок, що точна 
нижня межа в правій частині (9) реалізується набором *

n , який визначається 
співвідношенням  

 * = { : = , = 1,2, , }, = 1,2, ,n k i kk
i k n n      

де =1= { }k k    — неспадна перестановка чисел k  i  
 1*

= .max k n
k n

  


 

З теореми 1 випливає такий наслідок. 
 
Наслідок 1  Нехай ( )M t  та ( )N t  — довільні функції Орлича, що 
задовольняють співвідношення (7)  та (8) , =1= { }k k    – послідовність 
невідємних чисел і =1= { }k k    — довільна послідовність додатних чисел, для 
яких виконуються умови (5)  i (6)  відповідно. 

Тоді для довільного n  справджуються рівності  
 , , ,,

( : ) = ( ( ), ) :=n M N n l NM
D T l l D T B l  

  

 
 , , 1:= ( : ) = ,inf M N nn

n

E T l l  


   

де =1= { }k k    – незростаюча перестановка чисел k .  
Величину  
 , , ,,

( : ) = ( ( ), )n M N n l NM
D T l l D T B l  

  

називають  базисним поперечником  множини 
,

( )lM
T B


 в просторі ,Nl  . 

Зауважимо, що у просторах Орлича ,Ml  тобто якщо = 1,k  = 1,2, ,k   
відповідні результати було отримано в роботі [13]. Зазначимо також, що у 
випадку, коли ( ) = qM t t  і ( ) = pN t t , 0 < q p , = 1,k  = 1,2, ,k   тобто, коли 

, =M ql l  і , =N pl l , твердження теореми 1 та наслідку 1 випливають 
відповідно з теорем 4.1 та 4.3 роботи [3]. 
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